N° 228

)
SUR LA TRACE DES OPERATEURS

DE HECKE

Joseph OESTERLE

Thése 3é& cycle (ler mars 1977)




A L'UNIVERSITE DE PARIS-SUD

CENTRE D'ORSAY

POUR OBTENIR LE TITRE DE DOCTEUR 3é CYCLE
/ [
SPECIALITE : MATHEMATIQUE

par Joseph OESTERLE

Sujet de la thése : SUR LA TRACE DES OPéRATEURS DE HECKE

Soutenue le ler mars 1977 devant la Commission d4'Examen

MM. G. POITOU Président

Mmes M. DUFLO

et M.F. VIGNERAS Examinateurs
D. ZAGIER




INTRODUCTTION
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Un des plus puissants outils, dans la théorie des formes modu-
laires, est celui que fournissent les opérateurs de Hecke. Ceux-ci,
d'abord introduits pour des formes modulaires relativement a SLZ(Z),
furent généralisés & des groupes beaucoup plus généraux, en particu-
lier les groupes fuchsiens de premiére espéce (cf. [7], chap. 3).

Ils n'étaient considérés que dans le cas ol le "poids" (notation pré-
cisée dans l'article) était entier, et ce n'est que récemment que
Shimura les a généralisés au poids demi-entier (cf. [s]y.

Ces opérateurs de Hecke sont des endomorphismes d'un espace vec-
toriel de dimension finie et par suite ont une trace. Le calcul de
celle-ci rev@t une certaine importance du fait des applications qu'on
en tire :

- I1 existe un algorithme, qui, & partir de la connaissance
des traces des opérateurs de Hecke, permet de construire une base
explicite de 1l'espace des formes modulaires.

A titre d'exemple, modulo conjectures, la connaissance des for-
mules de trace en poids 2, permet de classer les courbes elliptiques
sur Q & isogénie prés.

- Lorsqu'on a une application d'un espace de formes modu-
laires dans un autre, on peut atteindre certaines propriétés de cette
application grfce & la comparaison des traces des opérateurs de Hecke
dans les deux espaces.

Exemples : . correspondance de Shimura allant des formes de
poids demi-entier vers les formes de poids entier (cf. [9], p. 65).

. démonstration du fait qu'en poids entier toute
forme modulaire provient d'une série thé&ta par la méthode des matrices

d'Eichler Brandt (cf. [2]).




NOTA

1°) Demi-plan de

T I ONS

1 e s e e o

Poincaré et groupes fuchsiens de premiére espéce.

. Nous noterons
2

muni de la mesure A4V = y “dx
. Le groupe G = GLE(R)
H est stable par G et 4v

de G .
. I désignera un groupe
sous-groupe discret de

On notera Tp le cardinal de

r/({¥13nr

si B €
r/y ey
x € €U {w} ,

G on notera FB

{v €

Si

i.e. {Y € THyx = x} , et Fx

H={z € ¢/Im z > O}

SL2(R)

on notera Tx

le demi-plan de Poincaré,

dy

ab _. azt+b

agit sur €U {»x} par : (c d).z = =i

est une mesure invariante pour l'action

fuchsien de premiére espéce, i.e. un
'\H

rn{%f} , et T

tel que soit de volume fini.

le groupe quotient
i.e.

le stabilisateur de B dans T ,

=B} , et FB le quotient Fa/({i1}ﬂ FB)'

le stabilisateur de x dans [ ,

le quotient Fx/({i1}r‘rx)-

. Nous noterons S ...dV 1l'intégrale sur TI'\H pour la mesure
'\ng

quotient de

{ ceav= () | v
"\m F\H

. Une matrice B € G

dV par la mesure de comptage de [ .

On a donc :

sera dite :

- elliptique si ses valeurs propres sont complexes, non

réelles, ou, ce qui revient
- hyperbolique si
ou, ce qui revient au méme,

de RU{w} , et deux points

au méme,

si

si B laisse fixe un point de H;

ses valeurs propres sont réelles distinctes,

B laisse fixes deux points distincts

seulement ;

~ scalaire si elle est proportionnelle & la matrice identité ;

- parabolique si ses deux valeurs propres sont réelles con-

fondues et si B

admet un point fixe unique dans

.81 x € RU{xo} et si

est non scalaire, ou, ce qui revient au méme, si B

RU {oo} .

p € SLz(R) est tel que p(x) = o , on




3.

appelle pointe de Siegel en x tout sous-ensemble A de H tel que
p(A) soit de la forme {z€C€/Re z€[a,bl , Imz>c} , avee a<b
et c>0 .

- Un sous-ensemble F de H sera appelé "bon domaine fondamen-
tal" de H pour I s'il a lés propriétés suivantes :

- F  est borélien,

~ H est réunion disjointe des ¥F , pour v €T ,

- il existe un systéme (Xj)1Ser de représentants des
points paraboliques de H pour I (i.e : points fixés par une
matrice parabolique appartenant & I') et pour tout Jj une pointe
de Siegel en X5 Aj . tels que les Aj soit incluses dans F et

que F -~ U Aj soit relativement compact dans H .
J

Remarque : les xj étant fixés, il est toujours possible de

trouver F avec les propriétés ci-dessus.

2°) Formes modulaires et opérateurs de Hecke.

. Nous supposerons fixé un réel k (dans tout 1'exposé, sauf
précision contraire, k sera supposé strictement supérieur a 2) et
nous noterons § 1'ensemble formé des couples (B'jﬁ) vérifiant
les propriétés suivantes :

B est un élément de G = GL;(R),

jﬁ est une fonction définie sur H , de la forme te(Js(Z))k

ou tB est un complexe de module 1, et ou JB(Z) = (cz+d),
. - q¢ab
si B = (] -

. L'exponentiation complexe sera définie par

%
z% = exp(z'(Loglz| +1i Arg z) si z€C et z'€cC,

avec ~MT<Arg z<1" .

. @ sera muni d'une structure de groupe définie par :

(%) (Bdg)(B',35,) = (B",35.)




avec B" = BB' , et j@"(z) = jﬁ(B'Z) jB'(Z)'

On fera agir G sur €U {»} en posant :
(B,jﬁ)oz = Bz .

Un élément (B,jﬁ) de G sera dit elliptique, hyperbolidue,
scalaire ou parabolique si B est elliptique, hyperbolique, scalaire
ou parabolique.

. On notera 3G 1le sous-groupe de G formé des couples (E,js)
ou B € SL, (R) -

. Pour tout ¥ € I' nous supposerons donnée une fonctiocn j

Y
sur H telle que (y,jy) € G et que la condition (*) soit réalisée
si B €T , B €T et B" = BB'. Dans ce cas Ao = {(v,jy)/V €T}
est un sous-groupe de 8G canoniquement isomorphe & [ ; nous iden-

tifierons, sans le signaler, tout au long de l'exposé, les é&léments
de TI' et ceux de Ao .

. On appelle forme modulaire pour Ao (le réel k s'appelant
poids de la forme modulaire) une fonction £ holomorphe définie sur
H et ayant les propriétés suivantes :

- f est holomorphe aux pointes (cf. [10], p. 262),

- f(vz) = jy(z) £(z) pour tout (Y,jY) € Ao et =z €H .
Si en outre f est nulle aux pointes (cf. [10], p. 262), on dit que
f est parabolique. On notera S 1l'espace des formes paraboliques ;
on peut prouver qu'il est de dimension finie. Si -1 €I et si j__,1
n'est pas la fonction constante égale & 1, S=¢g . C'est pourguoi, si
-1 € T , nous supposerons j_1(z) =1 .

.Si f et g sont dans S , f(z) g(z) yk dVv est invariant
par I et on définit sur S un produit scalaire, dit de Petersson,

par :

<f,g> = gr\ f(z) glz) yk av .
H

Celui-ci munit S d'une structure d'espace de Hilbert.




. Nous supposons donnée une réunion finie disjointe de ['-classes
s
bilatéres : VvV = U F<yi? » les o étant dans le commensurateur de

i=1
-1

' (i.e : oy Ta; et T sont commensurables) dans G , et pour tout
élément B de cette réunion, nous supposerons donnée une fonction
jB sur H telle gque (B,jE) € G . L'ensemble des couples (B,jB)
ainsi obtenus sera noté 4 . Nous supposerons la condition (%) réalisée
si B" =BB', avec, soit B € Y et B' €T , soit B €T et B' € 4.
Dans ce cas la premiére projection définit une bijection de A
sur V , et A est réunion disjointe des Ao(ai'ja.)Ao (cf. [8],
prop. 1.1). Nous identifierons par la suite les élé;ents de V et
ceux de 4 .
. A A est associé un opérateur T, agissant sur S, appelé

opérateur de Hecke et défini par :

T,E(z) = T (dg(2))7 £(Bz2)
BEAO\A

(cf. [10], p. 264).

3°) Quelques fonctions arithmétiques.

. La lettre p désignera toujours un nombre premier, vp sera
la valuation p-adique sur Z normalisée par vp(p) =1 .

.81 a et Db sont des entiers relatifs non tous deux nuls,
(a,b) désignera leur pgcd dans N* .

.8 ¢ €7z et 4dc¢€ Z* , le symbole (g

(g) est complétement multiplicatif en d

) sera défini par :

(:3) =-1 s8i ¢<O0 , 1 si ¢c=20
c

cy . (
(2) - (_1)

i

0 si (c,d) # 1
2.

ct-1)/8 si ¢ impair

(c) est le symbole de Legendre si p est un premier impair

et (c,p) =1.

Le symbole (g) ainsi défini jouit des propriétés suivantes :




- 81 a#-1, ¢~ (g) est complétement multiplicative.

- 81 d>0 et 4 F 2(4), ¢~ (S) est périodique de
période 4 .

- 81 d>0 et 4= 2(4), ¢~ (g) est périodique de
période 44

- 81 ¢ =0oul (4), a - (g) est péricdique de période
lel .
. . 2 d c *
- Lol de réciprocité : (c)(ldf)' lorsgque ¢ € Z et

* - -
d €2z, vaut -1 si ( J) et (<i) sont égaux & ~1 , et vaut 1

sinon.

. On notera TO(N) le sous=~groupe de SLZ(Z) défini par

T ={@ 5 esn@/c=o0m} .




HISTORTIQUE ET

Le calcul des formules de trace se décompose toujours clairement
+

en deux parties :

La premiére partie, qui repose sur des procédés analytiques ou
s'appuie sur des résultats de géométrie algébrique, vise a trouver une
formule "théorique" de la trace, pour des groupes assez généraux.

C'est Selberg ([6]), qui, le premier, énonga de telles formules ;
une autre méthode fut mise au point par Eichler ([3)). Les résultats
ainsi obtenus ne s'appliquaient malheureusement qu'au poids entier, et
il a fallu attendre Shimura pour obtenir les résultats en poids demi-
entier ; Shimura ([ 10]) généralisait en fait la méthode d'Eichler,

’

mais sa démonstration nécessitait des résultats puissants de géométrie
algébrique.

zagier ([11]) reprenait une méthode connue de Petersson pour cal-
culer de fagon "élémentaire" la trace des opérateurs T(n) dans le
cas classique ou le groupe fuchsien est SLZ(Z) et le poids entier
pair. I1 m'a suggéré que cette méthode pourrait peut-&tre s'étendre
et c'est effectivement cette méthode qui est développée dans les
chapitres I et II, pour obtenir tout d'abord une expression de la
trace comme intégrale d'un certain noyau (résultat énoncé dans le
théoréme 1) puis comme somme de certains complexes attachés aux
classes de conjugaison de 4 par Ao .

On retrouve ainsi 1l'expression donnée par Shimura dans ([10]), a
ceci prés que son expression est en fait la différence de la trace de
1'opérateur de Hecke sur les formes paraboliques de poids k et d'un

opérateur associé sur les formes entiéres de poids 2-k , ceci étant

valable lorsque %k < 2 également, alors que la formule obtenue dans




~,

cet exposé n'est valable que pour k > 2 .

La deuxiéme partie consiste 3 appliguer la formule obtenue dans
la premiére partie & des cas particuliers, pour obtenir des expres-
sions entiérement explicites et aisément programmables sur ordinateurs.

Eichler (f2]} calcule ainsi la trace des opérateurs T(n) en
poids entier = 2 pour les groupes FO(N), N étant sans facteurs
carrés et n étant premier & N . Hijikata ([4]) étend ce calcui,
toujours en poids 2 2 , et en suppcsant (n,N) =1 , mais sans reg-
trictions sur N .

La formule générale, obtenue sans hypothéses sur n , est calcu=-
lée ici, N étant quelconque et k > 2 ., Le résultat est énoncé dans
le théoréme 3, partie III. Il ne me semble pas que pour l'instant ce
réSulﬁat ait été publié. Le cas ou k=2 se déduit aisément de la
démonstration : il suffit en fait d'utiliser la formule analytique
donnée par Shimura ([10]), le calcul explicite ayant été fait
sans utiliser 1'hypothése k > 2 (cf. Théoréme 3' de la
partie III).

Une deuxiéme application du théoréme 2 consiste & calculer la
dimengian de liespace des formes paraboligues de poids demi-entier k
relatives a TD(N) ‘et & un caractére ¥ (cf. [9]). I1 semblerait
gue ces formules soient connueg, bien gue non publiées, par les
éleves de Shimura. Cohen vient également de les obtenir en appliguant
le théoréme de Riemann-Roch.

Les formules gue J'obtiens {cf. théoréme 4) donnent la valeur
de dim Sk(TO(N);x) lorsgue k est démimentier, et k> 2 . En
utilisant la formule analytique de Shimura (cf. [107, p. 273), on
obtient également la valeur de dim SS/Z(TO(N)iX) - dim Mﬁ/z(TO(N},x}
et celle de dim MT/Z(FO(N)'X) - dim 83/2(FO(N),x}, ainsi gue je

Lfindique au théoreme 4°.




Compte tenu des résultats de Serre et Stark A paraftre, ol sront

O(N):‘x) et M, ﬂ(TO(N);X)f
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I - EXPRESSION INTEGRALE DE LA TRACE
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Théoreme 1.
1) Soit k > 2 . La série w,(z,7) = I (3o (2)) 71 (482) 7
A pea P
converge normalement sur tout compact de HXH et définit, pour tout
T € H , une fonction de z qui appartient a S .

2) S8i ifj)jFJ est une base orthonormale de 5 , on a :

T .=k L2~k
i

~T) = o, % FT5FY avee o = et
mA(z, T) Cy =y TAfj(Z) f;Twﬂ avec ¢y T 2 .
Jj&ed
3) Tr(T,) = 0;1 g_ wA(z,mE)yk(ﬁf.
'y

Démonstration : a) Démontrons d'abord 1) et 2) dans le cas ou

4 = AQ . La convergence absolue presque partout de la série définis~

sant la fonction résulte de 1'inégalité :

(1§ 213 () (v )7 P2 av = | e YR av < e
Py yer Y H
obtenue en utilisant 1'égalité : ljv(z)|w1yk/2 = (Im('vz))k/2 .

Pour tout M € H , il existe une constante Cg > 0 telle que :

Yy € H , Yz € H , lz«ﬂ\ & %Im i ﬂwé»iz+u| 2 Cﬂ|ﬂ+u

'3

8i la série définissant w, converge absolument au point
©

. 1 1
e . . i P
(ZO;TO} elle converge normalement sur B(zo,zlm zO) X B( O,zIm O},

- * 2 a 2 o - . 1
en vertu des inégalités suivantes valables si lz-zol < ilm Zo o

i ab
- < & = I
|1 To} Im To et ¥ (C d) € :

2
|3, (2) (T4v2) | 2 Cr_ 3, (2) (7 tva) | = cTOlJX(TO><z+XTO)l
: = - q¢ad Db
> CTOCZOIJY(TO)(ZO+!TO)I = CTOCZO¥J§(ZO)C%+VZO)I , avec ¥ = (5 7).

La série définissant o, converge donc normalement sur tout compact
o]

de HXH et définit, pour T £ixé, une fonction de =z holomorphe

sur H , vérifiant la relation : Wy (ve,7) = jy(z) wA (z,7) pour

o o
tout v € I' , de facon évidente ; en outre cette fonction est para-




1.

bolique en vertu de 1'inégalité (1),
si fes, f(z)yk/2 est bornée sur H et 1'inégalité (1) jus-

tifie le calcul suivant du produit scalaire de f par W, (o,=T),
o
considérée comme fonction de =z :

<ty Pzl @z avsl 5 f(va) (oravE) K(In(va))¥ay
o “I'\g YI\g yE&r

)nk

=\ f@) - R R ay = & £(T)

“H
en vertu de la proposition 1 de 1'Annexe.

Appliquant en particulier ceci aux fonctions (fj)jEJ apparte-

nant & une base orthonormale de S , on trouve la décomposition sui-

k

vante de o sur cette base : w, (z,-T) = ¢ r f.(z) F.(7).
Ao Ao jeJ J J

b) Revehons au cas général. Les deux premiéres assertions
du théoréme sont maintenant triviales, compte tenu de la relation,
évidente par définition : w,(.,7) = Ty 05 (207).

Nous pouvons donc écrire : °
! § epmeByav = 3 <nel, £ = (T, .
J J

kK or\g JET
C.Q.F.D
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Théoréme 2. Soit € 1'ensemble des classes d'équivalence de A
pour la relation R définie par : B3RP’ si ot seulement si 1'une
des conditions suivantes est réalisée :
Ty £ A ...."”’11
~ A&y &b, B=y ‘Bly
o

- B et PB' sont paraboliques, et il existe vy € Ao at

¥y g F@ telles que B' = Ym1v‘BV .

La formule de la trace s'écrit alors

(2) Tr(T,) = I 1(8)

P
BeC
e I4

o I(B}) est un complexe qui ne dépend que de la classe B de B ,
et gui est défini de la facon suivante :

ka) Si B est scalaire, B = ((é S),ﬂ), on a :
(3) I(8) = (k~1)(4mrp)~" vol(T\H).
b) 81 B est elliptique, avec jB(Z) = tB(cz+d)k, on a :

= { k=1

(4) I(B) og tg P (p=p))"

p et P étant les valeurs propres de B , p étant celle dont la

partie imaginaire a le signe de ¢ , et og étant égal au cardinal

de vFE -

c} Si B est hyperboligue, et si ses points fixes ne sont

-pas des points paraboliques de H pour T , I(B) =

d) Si B est hyperbolique et que ses points fixes sont des
points paraboliques de H pour I , soit 6 € 8G tel que :

6~186 = ((g‘ S),ﬂ) avec |A'| < |A| . Alors on pose :

(5) I(B) = (70 n(z=10"0 .

e) Si B est parabolique, de point fixe x , il existe

5§ €8 , XER , p€EC et €€ {+1,-1} tels que 5(€(é %‘),u)ﬁ~1

it Ly O g R e

e e



13.

engendre FX . Si 6—136 = ((g i;x),ﬂ) et si u = e-znla , avec
O« o<1, on pose :
_ 1 ~2miuy , .
(6) I(B) = = 5 © (1=2e) si u € 7
(7) I(B) = = gﬁ ewZﬁlua(ﬁmicothu) si u¢g zZ

Remaroues sur 1'énconcé du théoréne.

1) Dans 1'énoncé, les propriétés suivantes de A ont é&té
implicitement admises :

- 81 B est hyperbolique, cu bien aucun de ses points fixes
n'‘est point parabolique de H pour ' , ou bien les deux le sont.

- 8i B est parabolique, son point fixe x est un point
parabolique de H pour T et Fx est donc infini.

Ces assertions seront prouvées au cours de la démonstration.

2) Le fait gque I(P) ne dépend que de la classe é de B
est relativement trivial, et nous laisserons au lecteur le soin de le
vérifier.

3) Bu e), la condition u € Z signifie que B est propor-
tionnelle & une matrice de I .

4} Au e), le réel o introduit mesure l'irrégularité de la
pointe parabolique en x (cf. [9], p. 25). En particulier o est

nul si et seulement si cette pointe est réguliére.

Avant d'aborder la démonstration du théoreéme, prouvons deux

lemmes technigues.

Lemme 1. Soit B € 4 , 6 € 8G , B = 5m165 , 2 € H et z'=68(z).

on a : (jﬁ(z*n”{mzwsz*)“k(xm 2K = (jﬁ,(z>)“1(m§+8’z)“

Démonstration : Utilisant la notation matricielle, on trouve :

(8) 3 (2 (-E'462') =(1 -2)8(F ) = |o,(2)| 720 ~D)pr (%)

= 19,(2)1 7235, (2) (<248 ' 2)




t4.

at, compte tenu de la relation Im z' = IJ;)(:Z.)?"2 Im = ., on ge raméne
done a& prouver
(o P g . vy =1k
(9) (dgtz")) THdg.(z) = (Jg,(2)(JTa(z2")) ") .
B 3 8 g

Maieg, puisque 6B' = Bs , on a les deux égalités suivantes

(10) dgla’)ig(z) = jé(ﬁ'z}jB,(Z),
4 3 el s { i rs

(1!} JB(Q )ajé(é) Jé\B Q)JB,(Z)-

Nous sommes donc ramenés & montrer que :
4 K 0o s "‘1 — 1 . ""‘1 k
(12) g (B z)(jS(Z)) = {(J5 (B Z)(Jé(z)) .

Le premier membre de (12) est (Jé(ﬁ'z))k(Jé(z))“k ; 11 est tri-
vialement égal au second membre si 8 est triangulaire supérieure ;
sinon, 1'égalité résulte du fait que JG(B'Z) et Jé(z) sont dans

un méme demi~-plan ouvert limité par 1'axe des abscisses.

Lemme 2. Soit x un point parabolique de H pour [ , A une

pointe de Siegel en x . Alors :

§ o2 TGN (242 ™ ey < w .
A Bea
B{x)#x

Démonstration : Soit & € 8G tel que 6(w) = x . Compte tenu

du lemme {1, on se raméne au cas ol X=o en remplagant 4 vpar

s~ 1as A par 6“1Aoé et A par §7TA . si B = {B € L/B (o0) # oo}
si Fm est engendré par (f(g ?),*} et si N est un majorant des

A '_1 ’) - » K » -
(aét B)~X/2 pour B € A , le premier membre de 1'inédgalité du lemme

est majoré par :

.
(13) \ = Zortp | -Z+Bzanx| F(Im(82))%/2 y¥/2 qv
A Pel B n€z

- e >
en utilisant 1'égalité : !js(z)! 1y‘k/z = (Im(Ez))k/z(dét B) k/2 .
Les parties imaginaires des éléments de A étant bornées inférieure-
ment par une constante strictement positive C , on montre aisément

l'existence de A > 0 tel que :

hel




15.

Yz € H, Imz >C = X 1z+nX1—k £ A (Im z)—k+1

n<Z

et par suite l'intégrale (13) est majorée par :

(14) g z NATT(Im(BZ))k/2y1-k/2dV<§NATTC1-k/28 z (Im(Bz))k/zdv .
A BET\B A BET\B

Si B et B' sont dans une méme classe a& gauche pour I' (i.e : si

Br =f'T), ona BANPA' =g . D'autre part il existe A, > O tel

que pour tout B € B, BA c U = {z € H/Im z < A1} . Avec ces notations,

on a @

(15) S Z (Im(ﬁz))k/zdv < Card(a/T) S y-k/2 av < «

A BEI‘OO\B FOO\U

ce qui, compte tenu de (14), achéve la démonstration.

Démonstration du théoréme 2 : Esquissons d'abord une démonstra-

tion formelle, sans se préoccuper de la convergence. D'aprés le

théoréme 1, on a :

2 (34(2))7 (-2+82) Fy¥av .

-1
Te(T,) = ¢ S
4 k Jryg pea

Si A' désigne un systéme de représentants des Ao—classes de conju-

gaison de & , on serait tenté d'écrire, en utilisant le lemme 1 :

S z 2 (3a(ve)) T (~vE+Byz) F(In(vz)) Kav
P\H BEa' verg\T

~1
ck ﬁél' SF

(16) Tr(T,)

Il

(17) (jﬁ(z))"(-z+az)“k(1m z)¥av .
H

B\
En fait cet échange du signe sommation et du signe d'intégration
n'est pas légitime (d'ailleurs certaines des intégrales obtenues en
(17) sont divergentes).

Pour remédier & ceci nous allons introduire une forme plus faible

de 1'intégrale, analogue & la notion d'intégrale convergente mais non

absolument convergente dans R .

Nous choisirons un "bon domaine fondamental® F de H pour T .

Si f est une fonction sur H invariante par T , nous noterons

*
S £(2z)dvV la limite, si elle existe de 1l'intégrale :
'\H
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1

r

- S f(z)dv, lorsque A1,...,A !
I YF=A,-...=A 1
1 r

tendent indépendamment vers g , les
étant des pointes de Siegel

A, ,
( j)1<j<r f£ig 1
de F (cf. schéma ci-contre). Cette J

notion d'intégrale est évidemment indé- 2

pendante du choix de F .

x! 0 X

Nous prouverons dans la suite que le raisonnement heuristique

qui conduisait & 1'expression (16) reste valable, & condition de rem-
*
placer g par S et la relation de T'-conjugaison
\H F'\H
(ou Ao-conjugaison, ce qui est identique) par la relation R définie

dans 1'énoncé du théoréme 2.

Lé'quantité I(Bo)' si éo est la classe de BO sera donc
définie par :
-1 C* : -1, =.a_ -k _k
8y 16 =it B (5g=)T (B Ty av
'\H B€Bo
et on en déduira la relation cherchée :

(19) Te(T,) = 5 I(B).
fec

Passons maintenant au calcul des diverses contributions :

a) Cas des matrices scalaires.

Soit B = ((é ©),n). ona B ={B} . Par @éfinition :

-1 -1 ¢* . =k Xk -4 -1 ,...=k _=1 =
I(B) = ¢, N (21iy) yo dv = ¢ _ N (2i) T~ Vol(T'\H)
k ST\H k r

(k=1) (amn7) ™) vol(FIH).

) Cas des matrices elliptiques.

Fn vertu du lemme 2, la contribution des matrices elliptiques
peut &tre "sortie" de 1'intégrale comme cela a été fait en (17), et
1'intégrale (18) est en fait absolument convergente.

lg est égal a Px , ot x est le point fixe de P , et Tg est

fini. Si Oﬁ est son cardinal, et si :
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5= (2 D), tglezra))

1'intégrale (18) s'écrit, en procédant comme en (17) :

-1 -1 X, - “k Ko _ -1
(20) 1(B) = Cp SFB\H(tB) (cz4+d) T (-z+Bz) "y av = (Ckoﬁtﬁ) SH an
avec
B L P -1
(21) Q = (cz+d) %::T (~z+8z) (z-Bz)~' dz .

Q n'est définie que sur H-{zo} ' 24 étant le point fixe de B

dans H . Remarquons que par définition de ¢ , on a :

(22) p = czo-kd

— — ad-bc _ P
(23) z-Pz = (z-z_) - (Bz-Pz ) = (z-z ) (1 - ro3ays) = (z-2z ) (1 = ==3) -

Appliquons la formule de Green-Riemann 4 un domaine analogue &
celui utilisé dans la démonstration de la proposition 1 de 1'Annexe.
Si on remarque qu'ici encore 1l'intégrale de Q sur DR tend vers O

quand R tend vers 1'infini, on trouve, compte tenu de (20), (21),

(22) et (23) :
1

(24) 1(B) = c]j(cﬁtp)_1 0% ) F (1-57T (ami) (k=17

=1 o1k (0—3)"1 .

I

(Gﬁtﬁ)

c) Cas des matrices hyperboligues dont les deux points fixes

ne sont pas des points paraboliques de H pour r .

) Toujours en vertu du lemme 2, et comme pour les matrices ellip-
tiques, on peut "sortir" la contribution de ces matrices ainsi que
cela a été fait en (17), et on est assuré de la convergence absolue
de 1l'intégrale (18).

On peut toujours, en vertu du lemme 1, pour calculer I(B), se

\ A )
ramener au cas ou B = ((O g),ﬂ), en remplacant éventuellement A

et Ao par leurs conjugués par un élément de 8G . On a alors :

(24) 1I(B) = c]j S 1 (-E+-x'z)_kykdv .
Fa\H

Nous savons que cette intégrale est absolument convergente. D'autre
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— 1 -—
part, l'intégrale sur H de la fonction (—z-+% z) kyk diverge. Ces

deux remarques entrainent que nécessairement Ta est infini.
Un élément de PB laisse fixes les points fixes de B associés
A N, d iy = (2.0 r
aux valeurs propres et , i.e. o et O . Si ¥ (5 1/u) € X
avec u ¢ {1,-1} , le sous-groupe Té de PB engendré par vy est

d'indice fini dans FB . Pour prouver la nullité de 1'intégrale (19),

il suffit donc de prouver la nullité de :

- A" - Vo
g (—‘Z+X z)kykdv=g 5 (-z+% z)kyde .
F'A2\H 1€Im z Su

Le résultat s'obtient en intégrant d'abord par rapport a x la

deuxiéme de ces intégrales.

d) Cas des autres matrices hyperboliques.

Soit B € 4 hyperbolique avec au moins un point fixe x qui soit
parabolique. En remplacant éventuellement 4 et Ao par leurs con-
jugués par un élément de 8G , on se raméne au cas ou xX=w et

)\l
B = (g
on peut méme se ramener au cas ou |A'] < |A| . Nous supposerons ceci

g),ﬂ) ; si les deux points fixes de P sont paraboliques,

réalisé dans la suite.

Le stabilisateur FB de B est réduit & {1,-1} : en effet si
vy € TB ¢ ¥(©) = o (méme démonstration qu'au c¢)), donc ¥ est une
matrice parabolique ou scalaire et ne peut laisser O fixe que si
c'est une matrice scalaire.

Le "bon domaine fondamental" F utilisé pour calculer 1l'intégrale
sera choisi avec les propriétés suivantes :

- o sera point limite de F ,
- si O est parabolique pour ' et n'est pas dans la
méme I'-classe que o , O sera point limite de F .

Si € est point limite de F , nous noterons Ag une pointe de

Siegel de F en § .

Pour tout ¥ € I' nous définirons FY comme suit :
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FV est égal & F moins les pointes de Siegel de F associées a des

points limites de F qui sont en méme temps points fixes de v_1BV .

(Remarque : ces points sont toujours des conjugués de O et o ;

comme ils sont points limites de F , ce sont soit O, soit ).
Alors le lemme 2 nous permet d'affirmer que l1'intégrale

(3 _ (z))] (—E+v_15“{z)_kykdv

1 ""1 Z- 1
yer F,Y v By

(25) Cy T

converge absolument ; de plus 1'intégrale (18) définissant I(8)
existe si et seulement si 1'expression (25) a une limite lorsque les
pointes de Siegel retranchées a F tendent vers @ et, dans ce cas,
est égale & cette limite.

Utilisant le lemme 1, (25) se transforme ainsi :

(26) < Tf SH (55(2) ™" (-2 +82)FyFav
H' = Uy(F)=H-A_-A_ , oOU
avec Jer Q A 5 o

. A est un domaine de la forme

fig 2
{z € H/Im z > c!}

7

- A est égal & un horicycle de centre O , i.e. une boule de la forme

. Ao est égal & ¥ si O n'est pas un

point parabolique de H pour r .

B(ir,r), si O est point parabolique de H pour I (cf. fig. 2).
L'intégrale (26) s'écrit donc :

-1 -1 -1 - A" =k Xk
(27) yl c T g (=z++ 2z) Ty 4dv .
k r H-A -A A
o O

Si Ab = @ , cette intégrale n'est pas absolument convergente, con-

trairement & ce que nous savons ; ceci prouve (de fagon détournée, je
le concéde) la premiére des assertions annoncées dans la remarque 1
qui suit 1'énoncé du théoréme. Donc O est parabolique pour [ et
nous avons dans ce cas, rappelons-le, supposé Iar] < Ial .

Comme (—E-F% z)'-k yk-2 dx dy = 42 , avec :
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6= (1-%)"

la formule de Green-Riemann montre que (27) s'écrit :

-1 ik 2

7

(28) =-m

R R 3 L L

ou Cr est le cercle centre ir et de rayon r . I(P) est la
limite lorsque r tend vers O de (28), et la proposition 2 de

1'Annexe permet de conclure.

e) Cas des matrices paraboligues.

Comme au c) et au d), on se raméne, en remplagant éventuellement
A et Ao par un de leurs conjugués, & n'étudier que le cas ou B

est triangulaire supérieure.

Prouvons que, comme nous l'avons annoncé dans la remarque 1 qui
suit 1'énoncé du théorédme, le point fixe de P (qui est o« dans le
cas que nous considérons) est un point parabolique de H pour r .

Si ce n'était pas le cas, on aurait TB = {1,-1} , car les seules
matrices gqui commutent a f sont des matrices paraboliques ou sca-
laires laissant « fixe. De plus le lemme 2 assurerait la convergence

absolue de :

(2 Gy @y Ty Y e
T\H v€T v 'Bvy
c'est-a~dire de :

§ GpenT-z+oa ™y av .
H

Cette derniére intégrale ne peut &tre absolument convergente, la
fonction & intégrer étant non nulle et indépendante de x .

Nous avons ainsi prouvé que o est point parabolique de H pour
I . Soient X€ R, € € {+#1,-1} , n € C et u € R tels que

(5(é f),u) engendre Fﬁ = Fw et que P ((g a:x),n).

Les éléments de la classe de P pour la relation R sont les

conjugués par ' des By = ¥B 1lorsque vy décrit
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Fé = {y € TB/BY ne soit pas une matrice scalaire}.

(Remarque : si ¥ € Fé , v € Fé et v#v', By et Bv' ne
sont pas I'-conjugués).

Soit F un "bon domaine fondamental" admettant o comme point
limite. Soit A_ une pointe de Siegel en o . Si v €T et v'E€ Té,
et si V—1ﬁv'v laisse fixe un point limite de F , celui-ci est dans
la I'-classe de « , donc est o , et ona v € I' | . L'expression

cli-dessous :

200 ' =z o' =G @ EevTvievayt av
yeEr \T F, Y'€Mg v v'By
avec F, = TF-A, si yerT_, F, = F sinon, est, d'aprés le lemme 2,

absolument convergente.
L'intégrale (18) existe si et seulement si 1l'expression (29) a
une limite quand A tend vers @ , et est dans ce cas égale 3 cette

limite. Compte tenu du lemme 1, 1l'intégrale (29) s'écrit :

o) 7'z e Eeven F R av
K Jgoyrery VP
ou H' = U F,  peut &tre pris égal a :
VET_\T

hY

{z€ H/O<K Rez< X, Imz< c} , ¢ étant assujetti 4 tendre vers

© quand A tend vers @ .
Soit @' = {n € Z/n+u # O} . L'expression (30) vaut :
X ~C
c;1 S S s ﬂ—1(21y-k(u+n)x)-k yk dx dy
0 YO n€Z!

= s gt (k=) )T KT a0+ (win)x) 1K

ne€z'
Posant c¢' = 2ex™] , on trouve finalement :
18) = im £ w7t L (4 -i(um)e ™) K um)
c'?c né7g’

et la proposition 3 de 1l'Annexe permet de conclure.

C.Q.F.D.
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Cette section sera consacrée a l'application du théoréme 2 dans
le cas particulier suivant

k est un entier > 2 ; X est un caractére modulo N tel que
x(=1) = (—1)k et dont le conducteur sera noté g ;

b =102 Dy x@ ezta)) /(2 D) € s1,(2) , c=0()} ;

b o={(2 D), x(a)  (ez+a)®) /(2 B) € m(@),ad-bc=n,c =00, (a,M) = 1h

Dans ce cas particulier, pour utiliser les notations classiques

(cf. [5], chap. IV), on notera Sk(FO(N),x) au lieu de S et T(n)
pour nk_1TA .

Théoréme 3. La trace de T(n) est égale a A1-FA2-+A3-+A4 , ou :
k

==1
a) A1 = n2 x (Vn) %%;N T (1+%), avec x(Yn) = 0 si Vn non entier
PIN
h((t%-4n) £ 2)
b) A, = - z pk(t,n) z > w(t,f,n) , ou :

)

. dans la premiére somme, t décrit les entiers relatifs tels que

t £|F w((t34n) £

t2-4n <o.

.Si P et 0 sont les racines de Xz—tx+n ’
p (t.n) = (o-7) 71 (*71F5TT).
. Pour chaque t , F est l'entier naturel tel que (t2-4n)F_2 soit
le discriminant d'un corps quadratique imaginaire K .

. h((t2—4n)f—2) et w((t2—4n)f_2

) désignent respectivement le nombre
de classes et le nombre d'unités de l'ordre de K ayant (t2-4n)f"2
pour discriminant.

. Si (1:2-41»n)f'-2 est entier et congru a O ou 1 modulo 4, la pro-
priété pour un entier x de vérifier (fN,NZ)]xz-tx+n ne dépend que

de la classe de x modulo N . Soit E 1l'ensemble des classes

modulo N ayant cette propriété. Alors
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N -1
v, (N) o, ) I x(x)
1 1 TN, £) %€E

m1(N) étant le cardinal de la droite projective construite sur
Z/NZ , & savoir :
9, (N) =N I (1+p_1).
pPIN
p 1K1 A=kt .
c) A3 = - by . = o ( = Ju(A+A',b,n) , ou ©® est la
o<\ '<A bl (A=A1)

. AA'=n
fonction d'Euler.
Q) a,=-5a*D720m 2 e,

c

la sommation portant sur les ¢ divisant N tels que (c,g)lg .

Remarques sur 1'énoncé : 1) Soit & 1le discriminant d'un corps

quadratique imaginaire et

6 LY s 2 »
Xg= (") 1le caractére associé. Soit

m € N. Alors :
2
h(8m®) _ h(8) m 0 (1 -1
——— = -p X (p))
w(6m2) wZ6$ plm 8

(cf. [1], p. 277, ex. 20).

2) Pour A3

par Cohen

, on peut donner une autre expression, trouvée

k-1 N
A i ®((c,3)) x(x4),

N +tels que

est défini modulo ppcm(c,g) par

, contribution des matrices scalaires.

ne contient pas de matrices scalaires et

A = - z
3 O<A <
AAM'=n
ol ¢ parcourt l'ensemble des diviseurs de
N N \ \
(e, (G 22") et ob x
= N
= )\l = A -).
X, (c) et X, (c)
Démonstration :
a) Calcul de A,
Si n non carré, &

Si = m2 avec m >

n

trices scalaires, & savoir

O .11 en va de méme si n

= m2 , avec (m,N) # 1 .

O et (mN) =1, A contient deux ma-




24.

-m O -k

k
i~ (=m)*) .

(B0 xm™ ) et ("B 9).x(-m)

Compte tenu de 1l'hypothése x(-1) = -1 , 1l'application du théoréme 2

conduit a :

x (m) m K Vol (T \H) okl

Mais Vol(SL,(Z)\H) =T3-r et [SLzzz):I:] = N III (14p™ 1)
pIN
(cf. par exemple [7], chap. 1).

D'ol le résultat annoncé.

b) Calcul de A2 , contribution des matrices elliptiques.

- Soit B = ((2 g),x(a)_1(cz+d)k) un élément elliptique de A ,

a -b
-c d

allons regrouper les contributions de la classe de B et de celle

* -
tel que ¢ > O . Posons alors B = (( ). x(a) 1(-cz+d)k). Nous
* » hY ] LY
de B ; le théoréme 2 conduit a :

(31) 1) +1") = o5 o (o-5)7! (1 F 51 K)x(a)

ol P et p sont les racines de X2-tX+n , avec Im p > O .

L'expression (31) s'écrit encore :
(32) I(ﬁ)'FI(ﬁ*) = —051 pk(t,n)x(ﬁ) ou t =a+d et x(B) = x(a)

- Esquissons la démonstration :
, _ ab ab . _
Soit B = {(c q) € M2(Z)/(c 3) elliptique, ad-bc =n , c > o} ,

sur lequel SL2(Z) opére par conjugaison. Nous prouverons que :

(33) . Le naturel f = pgcd(a-d,b,c) ne dépend que des classes de
SLZ(Z)-conjugaison dans B .

I1 y a, dans B , h((t2-4n)f-2) classes de conjugaison (par
SLZ(Z)) dont les éléments ont une trace t et vérifient
f = pgcd(a-d,b,c). De plus le cardinal w, du SL2(Z)—stabilisateur

d'un tel élément & est w((t2-4n)f—2).

(34) . Si & € B a pour trace t et vérifie £ = pgcd(a-d,b,c), 1la

somme -suivante :
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g o]
og x(B)
B
ot B décrit un systéme de représentants des classes de I'-conjugaison

de 4 , qui sont SLz(Z)-conjugués a 8 , est égale a wg1 w(t,£f,n).

Compte tenu de (32), les remarques (33) et (34) conduisent de

fagon évidente a 1'expression annoncée dans 1'énoncé du théoréme 3.

. - Démonstration de (33) :

Considérons l'application V¥ de B, ¢ = {(2 g) € B/atd = t ;
14
f = pgcd(a-d,b,c)} dans 1l'ensemble des matrices entiéres paires
symétriques, définie par :

2¢ d-a 1

ab
( (d-a =2b

=3
c d)

)£~
et identifions une matrice symétrique paire A & la forme quadratique
entidre %(X ¥) A(D.

On vérifie aisément que ¢ est une bijection de Bt,f sur
l'ensemble des formes quadriques définies positives, primitives,
entiéres, de discriminant (1:2--4n)f—2 .

De plus si B € B ¢(Y_1BY) =Y Y(B)y pour tout vy € SLZ(Z).

t,f '
On raméne ainsi les assertions de (33) sur les classes de SLZ(Z)
conjugaison de Bt,f 4 des assertions équivalentes sur les formes
quadratiques entiéres, définies positives, primitives, de discriminant
(t2-4n)£™2 , a savoir que :
. le nombre de SLz(Z)-classes de telles formes est

h((t2-an)£2

),
. w((t2-4n)f_2) est le cardinal de leur groupe d'isotropie
dans SLz(Z).

Mais ces assertions sont prouvées dans [1], chap. 2, §7.

- Démonstration de (34) :
Soit B une classe de '-conjugaison de A telle que B soit

SLZ(Z)—conjugué de 6 . Alors si vy décrit un systéme de représen-
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'15v € 5.

tants de SLZ(Z)/T , 1l y a w60;1 éléments vy tels que Y
Par suite, pour démontrer (34), il suffit de prouver que :

1

(35) Z x(y 'sy) = w(t,£f,n)

y
oli ¥ décrit un systéme de représentants des éléments de SLZ(Z)/T

tels que v ey € a .

Etudions la structure d'un systéme de représentants de SL2(Z)/T :

pour cela soit 8 1la composée des applications :
(36) SLz(Z) - (Z/NZ2X Z/N2)' - P(2/NZ),

ot (Z/NZx Z/NZ)' désigne 1l'ensemble des couples d'éléments de Z/NZ ,
premiers entre eux (dans 2Z/N2), ol P(Z/NZ) est la droite projective
sur Z/NZ , i.e. le quotient de (Z/NZXZ/NZ)' par les homothéties
inversibles de 2Z/NZ , oﬁla»seconde fléche de (36) est la surjec-

tion canonique, et ol la premiére fléche de (36) est définie par :

(4 o) = (Ww),

3 et W é&tant les classes modulo N de u et w .

Par passage au quotient & définit un isomorphisme de SL2(Z)/F
sur P(Z/NZ).

Soit U un systéme de représentants de SLz(z)/T .

Nous allons démontrer les résultats suivants :

1 X *)

sy = (0 % modulo N , la con-

(37) si x €7, vy € SLz(Z'), et V¥

gruence étant considérée terme a terme, alors on a :
2 - 2
x“-tx+n = 0 modulo (£N,N7).

(38) Réciproquement, si x € Z et x2—tx+n = 0 modulo (fN,Nz), le

<

0 x modulo N est egal a

nombre de ¥ € U tels que v sy

N -1
0, (M o, gy -

I1 est bien évident que la conjonction de ces deux assertions

entraine (35) et prouve en outre le fait suivant, énoncé dans le
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théoréme 3 :
la propriété x2—tx+n = 0 modulo (fN,Nz) ne dépend que de la classe

de x modulo N .

- Démonstration de (37) :

Soit v-16Y = ( ). On a alors :

X = (x+AN+1 ' )x + (x+AN)1' = A 'N7

AN(T'=x-AN) = A'nN + A2N2 |

xz-tx+n

Compte tenu des relations £ln et £|(n'-x-AN), dues au fait que £
est un invariant de la classe de SLZ(Z)-conjugaison, on obtient

l'assertion (37).

- Démonstration de (38) :

. 51 v = (3 :) € U on a les équivalences :
- -1 - (X ¥ = X %
vy '8y = (5 ) modulo N&= &Y =v (5 )
(39) o au+bw = xu (N)
=
cutdw = xw (N)

. Si x vérifie X2-tx+n = (a-x) (d-x)~bc = O mod (Nf,Nz), on a
(£,N) | pged(a-x, d=-x).

Démontrons ceci par localisation. Soit vp la valuation p-adique
normalisée sur 2 . Soit s = vp(f), r = vp(N) et supposons par
exemple vp(a—x) < inf(s,r).

Alors puisque vp(d—a) > vp(f) = s , on a vp(d—x) = vp(a—x).

Mais puisque vp(bc) 2»2vp(f)==25, on a vp(xz—tx+n) = 2vp(a-x),
ce qui contredit 1'hypothése vp(xz-tx+n) 2 inf(r+s,2r).

. Du point précédent, on déduit :

(£,N) | pged(a-x,d-x,b,c) | £ .

o
0

Si donc on pose a' ==—/— , b' ==, ¢' ==, 4d' = — , avec

R
R
R
R

.= (f,N), on obtient :
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\0 ? &)

"B e',d! N pe g 3

ngd(a ,b',c',d IW) =1 . 2305 §30 2
Ceci entraine que, dans P(Z/N'Z), avec N' = NNf , le systéme :

’

{ a'utb'w = 0 (N')

admet une solution et une seule, compte tenu du fait que :
aldl_blcl = O (Nl)
La solution du systéme (40) correspond a ¢1(N)@;1(N') solutions
du systéme (39) modulo N, ou ¢1(N) = Card(P(Z/NZ)) est la fonction
définie dans 1'énoncé du théoréme 2.

Ceci achéve la preuve de (38).

c) Calcul de A3 , contribution des matrices hyperboliques
dont les points fixes sont paraboligues pour r .

En utilisant le théoréme 2, on voit que les contributions de deux

classes P et =é opposées sont les mémes.

soit B={() A% =n,0<A <A, 08T <A
g4 6 € B, soit ¥(8) 1la contribution des classes de A4 pour #
formées d'éléments conjugués a & par SLz(Z). Puisque BU (-B) est
un systéme de représentants des classes de SLZ(Z)—conjugaison des
matrices hyperboliques, entiéres et de déterminant n , dont les

points fixes sont paraboliques :

(41) A,=2 5 ¥(6) =2 I Z (v~ Tey)n¥™"

6€B 8€B ¥
od y décrit un systéme de représentants des éléments de SLZ(Z)/F
tels que v ey €8 .
Si & = (g' ;) €EB et si v € SLz(R) est tel que V-15Y €4,
on vérifie aisément en utilisant le théoréme 2 que :

-k k-1
n

k! 1y Tey) = %(){;'-—1)_1 A x(y7Tev) .

Ceci conduit & 1'expression :
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-1
A E z -7\—-—, bX ZX(V SY)"
3 o\ <A =\ OLT<A=A"' ¥
AAMY =n
La derniére somme, dans lagquelle Y décrit le méme ensemble qu'en
AT R . .
(41), avec 6§ = (O k)' est égale & uw(A+A',b,n), ou Db = (A=A',T),

comme on le voit en reprenant la démonstration utilisée pour prouver
(35) et qui reste valable sans changements.

. . . A-AT

Compte tenu de ce que, pour b|A=A", il existe @(—T;_) valeurs

différentes de T , vérifiant
0<T<}\_)\' et b= (T,)\—)\") ?

on obtient le résultat annoncé.

d) Calcul de A4 , contribution des matrices paraboligues.

I1 nous faut trouver un systéme de représentants des classes de

matrices paraboliques pour la relation R définie dans le théoréme 2.
Pour cela, nous allons déterminer un systéme de représentants des
classes de points paraboligques de H pour I' , puis pour chacun de
ces points, un systéme de représentants des classes de matrices para-

boliques de A& laissant ce point fixe.

- Systéme de représentants des points paraboliques de H pour r.
Ainsi que le démontre Shimura ([7], chap. 1), on peut prendre

2 X y4 3
comme systéme de représentants les = ol ¢ décrit l'ensemble des

diviseurs de N et od, pour ¢ fixé, x décrit un systéme de repré-

sentants de (Z/C'Z)* , avec c' = (c,g) ; de plus on peut choisir
les x pour que soit vérifiée la condition (x,N) =1 , ce que nous
ferons.

Pour tout point parabolique § de cette forme, nous choisirons

a et b dans Z vérifiant axtbc =1 . lLa matrice (_2 2) € SLZ(Z)
envoie é en o , et on a :

2
(X ~b)(é %)( a b) _ (1—cx€ x“C ).

c -c x' -c2¢  1+exé

C s X ,
Le stabilisateur de = dans ' est donc engendrée par :
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~cxX x2X

= (1 -1 2 k
Yo = (022 1+ch)' X (1-cxX) (-c“Xz+ +exX) ™)

ol X est le plus petit entier naturel tel que cZX = 0 (N).

Si vy = ((_2 2),(—cz+x)k), un calcul direct montre gque
- 1,1 X =15,
(42) Yo = v UG P x=ex) Ty
Pour toute pointe é , nous ferons choix de o« € [0,1] tel que
-2Tio

X(1—cv:xX)—1 = e .
En fait a,b,X et o dépendent de ¢ et x , mais nous évite-

rons de mettre des indices le rappelant, pour ne pas alourdir 1'exposé.

- Systéme de représentants des classes pour R de matrices para-

boliques fixant une pointe de la I'-classe de g .

Si n n'est pas carré, 4 ne contient pas de matrices paraboli-

ques et donc A4 =0 .8i n-= m2 , avec m> 0O , on a :
¢ a’'om’'-c x -c2§5  mtexg’

Si N[c2§ , § est multiple de X , et une condition nécessaire et
suffisante pour que m-cx§ soit premier & N est donc que m le soit.
On a donc A, =0 si (m,N) #1 , et, lorsque (m,N) =1 , un systéme
de représentants cherché est formé des éléments suivants de 4 :

((m—cxvx XZVX

- k
—-c2vX mhexvX) ! X (m-cxXv) 1 (“02VXZ+m+CXVX) )

(43) B =

ol v décrit un systéme de représentants des entiers modulo m .
Ces éléments s'écrivent, si ¥ est défini comme précédemment :

B = -1,,m vX

= ((o In),ﬂ)v avec 1 = m.kx(m—cxvx)-'1 .

Le théoréme 2 montre que :

(44) A, = 21z e
C, X,V

ol B est défini comme précédemment a partir de c,x, et Vv .

(Remarque : le réel u introduit au théoréme 2, c) est en fait égal

hY

v
a m).
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- Groupement des contributions.

Lorsque ¢ , x et v décrivent les ensembles précédemment men-
tionnés, 1'élément B construit en (43) décrit un systéme de repré-
sentants des classes pour ® d'éléments paraboliques de A . Il en
va de méme des B* construits comme en (43), mais & partir de c¢ ,

~-x et =v . Nous pouvons donc écrire (44) sous la forme :

(45) A4=l§nk-1 £ (I(B)+I(BY)) .
C, X,V

* » L4 Y []
Si o est le réel associé a la pointe ~§ , On a :
2mi * 1
e MY = x(14exx)”! .

Comme c2X = O(N) et que X est un caracteére modulo N ,

. . ¥
MY Q2T Ly (1) =
L] A * .
Ceci entralne : a =1-0 si o #O0
{ * »
o =20 si o =0 .

Utilisant les expressions données au théoréme 2, on vérifie que

*
I(B) + I(B') est nul si o # O, et vaut, si o = 0O :

(46) ¥ X (m~cxXv) .

- Fin du calcul de A4 .

Cherchons a quelle condition o = 0 (i.e. a quelle condition g

est une pointe réguliére pour T).
(47) =0 &= Xx(1-cxX) =1 .

Mais 1l'application qui & w associe X(1-cwX) est un caractére addi~-

tif modulo g% , car (cX)2 = 0 (N). Comme x est premier & N , la

condition (47) s'écrit encore :

=0 &= Yw €2, x(1-cuX) = 1 &> glex (c,lg)l%I )

La derniére équivalence résulte de ce que cX = ppcm(c,g), par défi-

nition de X .
Si o = 0 , la valeur de l'expression (46) s'écrit donc —m-kx(m),
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puisque glcX , et donc (45) s'écrit :

=-1 k=1 ok x(m) 2 £ 21 , ol :
cC XV

c décrit les diviseurs de N tels que (c,§)|g ; pour chaque valeur

(48) A,

de ¢ , x prend @((c,g)) valeurs distinctes ; lorsque c et x
sont fixés, v prend m valeurs distinctes. D'ol 1l'expression finale

de (48) :
k=1

A, =% n % x(m ; °((c,3)) ,

qui est la formule annoncée.
C.Q.F.D.

Théoréme 3'. Si k = 2 et si on définit encore T(n) et

Sk(TO(N),x) comme entéte de chapitre, on a :

+A,+A,+A

Tr T(n) = Aj +A, +A; +A, +A;

1 FA

avec A, , A, , A, , A, définis comme dans le théoréme 3, et ou Ag
vaut O si X n'est pas le caractére principal, et vaut Z t , t

t
décrivant les diviseurs de n tels que (N,E) = 1 , lorsque X est

le caractére principal.

Démonstration : Nous utiliserons en fait la formule analytique

obtenue par Shimura ([10], p. 273), et donnant un résultat analogue
au théoréme 2. Dans le cas ol nous 1l'appliquons, elle prouve que

*A,+A, représente la différence entre Tr T(n) et la trace

1 2 3 4
d'un certain opérateur de Hecke T' agissant sur 1'espace

A, +A

MO(FO(N),x) des formes modulaires entiéres de poids nul (non néces-
sairement paraboliques) pour TO(N), avec caractére X . Cet espace
est vide si X n'est pas le caractére principal, auquel cas on a donc
Ay = Tr(T') = 0 . Si X est le caractére principal, MO(FO(N),x) est
l'espace de dimension 1 formé par les fonctions constantes sur H .

Si &' = {((i g),1)/(2 g) € M,(%), ad-bc =n , (4,N) =1, c = 0(N)},
ona : T' = Ty (cf. [10], p. 264).

T' agit sur MO(FO(N),x) comme une homothétie de rapport
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Card(d\A'), avec 4! = {((2 D), 1)/(3 D) ¢ r_(M} : or

c d
Card(Aé\A') = Card(A'/Aé), et un systéme de représentants de A'/Aé
est formé des éléments (8 E) ol t décrit les diviseurs de n tels
t
que (E,N) =1 et o0 b varie modulo t

Done, dans ce cas, Ag = Z t ou t décrit les diviseurs de n
t

tels que (N,%) =1 .
" C.Q.F.D.
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IV - FORMULE DE_DIMENSION POUR S, (T (N),x), k DEMI-ENTIER

C'est A nouveau le théoréme 2 que nous allons appliquer a un cas
particulier :
2 kl
Ici k désignera un demi-entier, i.e. un nombre de la forme 5

avec k' € Z et kX' impair ; on supposera k > 2 .
2

si 6(z) = I e2Min"z , nous savons que, pour (2 b) el (4),
nEZ cd o
§ + - - L
aX (%ﬁ:g) = (g)( ;) k(cz+d)k9k (z) (cf. par exemple [9]).

Soit alors N un entier multiple de 4 et X un caractére mul-
tiplicatif modulo N , dont le conducteur sera noté g , et tel que
x(=1)=1 . L'application (2 g) - x(a)—1 définit un caractére sur
FO(N). Nous poserons :

b, = 1A D), x@ O Ch ™ eza®/@ 5 er =1t o) .
Utilisant les notations usuelles (cf. [9]), nous noterons Sk(FO(N),x)
l'espace S introduit au début de cet article (nous notons %k ce qui
est noté g dans [9]).
Nous prendrons & = Ao ; dans ce cas 1l'opérateur T, est l'iden-

tité sur S et donc sa trace est égale & la dimension de S .

Nous noterons vp la valuation p-adique normalisée sur 7 .

Théoréme 4.

. k- - D
aim 8_(T_(N),x) = —1—21 N T (1+4p7) -2 , avec :

plN
o (16), D = 2 w((c,g)), ¢ décrivant l'ensemble

Hl

a) Si N

des diviseurs de N tels que (c,g)lg .

Nz

b) Si NZO0 (16), D =% o((c,2)) +C % o((c,3))-
c c

Dans la premiére (resp. la seconde) somme, ¢ décrit 1'ensemble
des diviseurs de N non congrus & 2 modulo 4 (resp. congrus a 2

Ny N N, { 2N
modulo 4) et tels que (c,E)la (resp. (C'E)l?f)‘
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D'autre part ( prend les valeurs suivantes :

Si N =8 (16) et 8tg , ¢ =0
Si N =8 (16) et 8lg , ¢ =1
Si N =4 (8) et s'il existe p premier, p = 3 (4), tel que vp(N)

soit impair ou que O < vp(N) < 2vp(g), alors § =0 .
Sinon (i.e : si N = 4 (8) et si pour tout premier p congru a 3
modulo 4 et divisant N , on a vp(N) = 2 vp(g) et vp(N) pair),

¢ wvaut %(—1)(1_2]{)/2 , avec € = 1 si 4|g , et € = -1 si 4Tg .

Remarque :

1) Malgré la complication de 1'énoncé, le calcul de § est
toujours élémentaire, et sa valeur est toujours O, 1, % ou -% .

2) Il est & noter que la formule donnée dans le théoréme 4,
curieusement, ne dépend de X que par son conducteur. Cette formule
est d'ailleurs préte & &tre passée sur ordinateur , en vue de la

constitution de tables.

Démonstration du théoréme 4 : FO(4) et donc & fortiori TO(N)

ne contiennent pas de matrices elliptiques. D'autre part les points
fixes des matrices hyperboliques d'un groupe fuchsien de premiére
espéce (et en particulier de TO(N)) ne sont pas des points parabo-
ligques de H pour ce groupe.

Si nous voulons appliquer le théoréme 2, nous n'avons donc a

prendre en considération que les contributions des matrices scalaires

et paraboliques.

a) Cas des matrices scalaires.

Le calcul, en appliquant le théoréme 2 est immédiat et se traite
comme le calcul de A1 ., au paragraphe III. La contribution obtenue

est :
k-1

L o1 (7).
p|N
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b) Cas des matrices paraboligues.

Pour le début de la démonstration, nous allons utiliser les

notations de la démonstration faite au paragraphe III pour le calcul

de A, ; en particulier nous allons choisir le méme systéme de repré-
sentants des points paraboliques de H pour I (& savoir les g ’
pour c|N, (x,N) =1 et x défini modulo (c,g)). Pour tout tel

couple (c¢,x), nous définirons des entiers a,b,X comme au paragraphe

III. L'élément v € 8§ qui envoie g en o sera également défini

comme en III, et la méme démonstration que celle utilisée en III

prouve que le stabilisateur de é dans Ao est engendré par :
2

2
- 1=cxX XX -1 -k, =c™X -1 2 k
| Vo = (OZ3%  1vexx) Uaexx)  (aaxx) X (1-6xX) 7 (=c7Xz+1+exX) ™)
(49 }
= vl Broww
e = (T 0™y (dme) ]
av W 1+exX 1+cxx’* ¢ :

=2mio
Nous poserons u = e ami avec O0s o<1 .

Pour la relation R définie au théoréme 2, un systéme de repré-
sentants des classes de matrices paraboliques de 4 = Ao est formé
par l'ensemble des matrices Yo définies en (49), lorsque c et x
parcourent les ensembles mentionnés plus haut.

Compte tenu de ce que, avec les notations de 1'énoncé du théoréme

2, e), on a pour ces matrices :

u=1 et M =u = e—2n1a R

LN

la contribution des matrices paraboliques s'écrit -g , ou

(50) D= Z (1-2)
c,x

(¢ , qui dépend de c et de x a été défini plus haut).

Comme dans la démonstration du théoréme 3, nous allons regrouper
des contributions de la fagon suivante : lorsque (c,x) varient ainsi

. . ’ -X >4 ’ .
que nous l'avons indique plus haut, = tout comme o décrit un
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*
systéme de représentant des pointes de H pour I . Soit o le

réel attaché a %? et défini par :

. % 2
~2Mio  _ -1 -k, -c¢X -1 *
(51) e = (o) (fooxx) X (1HExX) et o € [0,1] .
D s'écrit encore :
(52) D= T 1-20" =% T ((1-20)+(1-20")) = Z (1-a—a ).
Cc,X c,X C, X

: *
Compte tenu de la définition de o et o ainsi que des

relations 4|/N et 02X = 0 (N), on trouve :

-2mie -2mia’ =1 k-1 -k
1+exX 1=-cxX

x étant impair (puisque premier a N , par définition), on obtient :

) * .
e—2ﬂ1(d+a ) = { 1 si 4]cX c'est-a-dire

-1 si 41X !

1 si 4]lcX et o =0
o O si 4|lcX et o #O
(53) l—o=a =4 3 ] 44cX et O0< o<}k
-% si 4tcX et % <o <1.

I1 ne nous reste plus qu'd effectuer la sommation (52) en utili-

sant (53).

1er cas : BIN .

. Compte tenu de la définition de X, cX = ppcm(c,g), et par
suite ©X est multiple de 4.

Compte tenu de (52) et (53), D est égal au nombre de couples
(c,x) pour lesquels o =0 (i.e : la pointe E est réguliére).

Or par définition :

2
-2miy _ -1 -k, -cX _ -1
€ B (1+ch) (1+ch)X(1 cxX)
_ -X _ 14X
= (1+cxx)X(1+°XX) = X )X (1+cxX) .

Remarquons que (1+§$X) vaut -1 si X =2 (4) et 4tc , et

vaut 1 sinon.

. En particulier si 16|/|N , ou bien si N =8 (16) et c Z.2 (4),

on a
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(1+§$X) = 1 et donc e—2nia = x(1+exX).

Dans ces cas, on a :
_ _ N, N
v =0 & x(l+cxX) = 1 & glcx & (c,a)\§

par la méme démonstration que celle utilisée pour le calcul de A,

dans le paragraphe III.
8 (16) et c = 2 (4) (auquel cas

. Reste 3 traiter le cas N

(1+ch)

x = -1). On a dans ce cas :

X =2 (4) et
=0 & X(1+exxX) = -1 .
Toujours par la méme démonstration que celle utilisée pour le

calcul de A dans le paragraphe III, on voit que la condition

4
X(1+cxX) = -1 est équivalente 3 :

gl2cX et chX

ou encore a : g|2cX et Vz(g) > v2(cX) =4 .,
Ceci s'écrit encore :
N, | 2N
(C'E)l?f et 8lg .
Compte tenu du fait que pour ' ¢ fixé, X parcourt un ensemble

N » P 3 Y .
a ¢((C,E)) éléments, ceci achéve le calcul dans ce premier cas.

2éme cas : N = 4 (8).

.Si c#F2 (4), ona 4|cX et X # 2 (4), d'ou :

. 2
-2Mio _ -1 -k, -c™X -1
© = Uox)  Uaesag) X (1-0xX)
(1+§XX)X(1+CXX) = % (1+cxX).

Le méme raisonnement qu'au III, calcul de A4 ; prouve que :
= NI N
a=0 & x(1+xX) =1 & glcX & (c,(-:)lé .

Compte tenu de (52) et (53), on obtient ainsi la premiére somme

intervenant dans l'expression de D donnée dans 1'énoncé du théoréme 4.
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.8 ¢ =2 (4), X est impair. D'autre part puisque (x,N) =1 ,

x est impair. Ceci entralne :
2

-27io _ -1 -k, -c¢™X -1

o = (s TGRS w1 mexx)
(54) = (-DFCH M (1o
= 1(-1) "2 ey (D)

”Remargue : (1-2k)/2 est un entier.

On a déja remarqué que l'application x = X(1+cxX) est un carac-
tére additif ; son conducteur h est le plus petit entier tel que
glcXh . Lorsque x décrit un systéme de représentants des éléments
inversibles de ZV(c,g)Z ;, X(1+cxX) décrit 1l'ensemble des racines
primitives hiémes de 1l'unité, chacune d'elles étant obtenue un nombre
de fois égal & ®((c,3)) (@)™ .

La contribution que nous cherchons est donc égale, vu les

expressions (52), (53) et (54) :

(55) (-1)172K)/2 5 (7l e (e, D)) om)Tam)
C

ol A(h) est la différence entre le nombre de racines primitives
hiémes de 1'unité de partie réelle strictement positive et de celles
de partie réelle strictement négative (la partie réelle de ces racines
ne peut &tre nulle, car 4Th , vu la définition de h , et compte tenu

de ce que vz(g)<< 2 et v2(cX) = 1), et o0 c¢ décrit les diviseurs

de N congrus a 2 modulo 4.
Si r =v,(h) €1, il est évident que I A(d) vaut )
2 d[h h
En utilisant la formule d'inversion de Moebius, on démontre aisément

que :
Ah) = (-5 1 (-,
B 5 b

Remarquons que par définition de h , r = 0 si 4tg , et r=1 si

4lg , i.e. -(-1)F = ¢ avec les notations de 1'énoncé du théoréme.

(1-2k)/2

Posons (' = %(—1) . L'expression (55) s'écrit :
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(56) ¢ s hoeted em™h 1 a-Cgn .
clIN,c=2 (4) plh
oti, dans la somme précédente, h et X dépendent de c , comme cela
a été indiqué plus haut. Nous voulons prouver que 1'expression (56)

vaut :

(57) €' T o((c,¥)) 0 A_,
c c plN p

c parcourant les diviseurs de N tels que ¢ = 2 (4) et (c,g)\%? '
et avec : Xp =0 si p=3 (4) et si : ou bien vp(N) impair
ou bien v_(N) < 2v_(g)
p() ol9
A_ =1 sinon.
P
Vu la "multiplicativité" des formules (56) et (57), on peut
prouver 1'égalité de ces expressions en "localisant" en chaque premier

p divisant N :

.En p=2, 1l'égalité a prouver est :
(1) 9(2) o7 = 0(2) 1, , avee h =1 ou 2.
Mais les deux membres sont égaux a 1.

. 85 p est premier, p =1 (4) , si r = Vp(N) et r' = vp(g),

1'égalité i prouver est,"en p":

r
] t - '
2 o) e(pH) o = T 0(p®)
s=0 s'Sr-r'
avec s' = inf(s,r-s), t 1le plus petit entier tel que r-s'+t > r',

et o, égal & 0 si t>0,a 1 si t=0.

En fait pour que O, #0 (i.e. o, = 1), il faut et il suffit que

r-s' > r', i.e. s' € r-r' , ce qui prouve 1l'égalité.

. 8i p est premier, p =3 (4), et si r = vp(N) et r' = vp(g)
1'égalité a prouver est,"en p":
r [ ' - 1
(58) T (-DF5% 6(p®) (DT (20 (- = T e ) A,
s=0 s'<r-r' p

les nombres s', t et Ty gardant la méme signification qu'au point

précédent.
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Si r est impair, Kp = 0 , et le premier membre de (58) est
nul, les termes provenant de s et de r-s s'annulant mutuellement ;

d'ou 1'égalité (58) dans ce cas.

Soit r pair et 0 < r < 2r' . Alors Kp = O tandis que le
premier membre de (58) s'écrit :
r-r' (r/2)-1 ' - '
(59) 2 Z o(p) +2 T 20(p%)e(pStT )7 (oq)Strior
’ s=0 s=r-r'+1

’

+ 2 o(p 2)o(pt TT/2y"1(Lgyr'-T

en groupant les termes relatifs 3 1'indice s et l1l'indice r-s .

L'expression (59) vaut :
(r/2)-1
N

r—-r

r-r'
b

2 p + 4 (_1)r'-r+s r-r' (_1)r'-r/2

i
@]

+ 2 p

’

s=r-r'+]

ce qui prouve encore (58) dans ce cas.

Reste le cas ol r est pair et r > 2r'. Dans ce cas, les deux

.

membres de (58) s'écrivent

r
Z o(s'),
s=0

ce qui achéve la démonstration de (58) dans ce cas, et par la-méme

aussi celle du théoréme.

C.Q.F.D.
Théoréme 4'. Si k = % (resp. k = %), 1l'expression obtenue dans
le théoréme 4 sous la forme %%; N O (1+p—1) - g est en fait égale &

pPiN
dim Sk(TO(N),X) - dim Mz_k(TO(N),x) , l'espace Mz_k(TO(N),x) étant

l'espace des formes modulaires entiéres non nécessairement paraboliques

de poids 2-k pour le groupe TO(N) et le caractére X .

La démonstration du théoréme 4 sert en fait de preuve & ce
résultat, & condition de remplacer 1l'utilisation du théoréme 2 par
la formule analytique de Shimura (cf. [10], p. 273).

Remarque : Le théoréme 4' reste vrai si k < 0 , pour les mémes
raisons ; dans ce cas, Sk(TO(N),X) = @ et on obtient donc ainsi 1la

7

dimension de Mk(ro(N),X). pour k > 2 .
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ANNEXE :

______ QUELQUES CALCULS D'INTEGRALES

Proposition 1.

£(z)y"/ 2

Soit f wune fonction holomorphe sur H telle que

soit bornée sur H . Alors, si k> 2 et T €H,

on a :

(1)) s v = & £(r)

avec ¢ T 37k 527k
k k-1 )

Démonstration :

L'integrale converge absolument, vu les hypothéses
qui sont faites, et, sur H - {7} , on a

£(z) (z-1)7K y‘k—2 dx dy

= dn ’
R
_ z-z,k=-1 ,= _.1-k dz
avec Q = -f(z) (57 (z-T) ®=1(z=7) *
Appliquant la formule de Green-Riemann (::;? DR
au contour ci-contre, on voit que 1l'inté- N r
5
grale (1') s'écrit :
fig. 3
lim S N+ lim S Q.
R~ ¢o r>o C

Le premier de ces deux termes est nul, et le second vaut :

=5 e )R i) TR = 5 £(m).

Proposition 2. Soit

*
a€R, lal <1 . alors, si r €R , on a,
lorsque k > 1 :

C
r
Cr étant le cercle de centre ir et de rayon r

Posons § =

X

. On a %¥ = -2§(1+§2)—1d§ , et 1l'intégrale a
calculer s'écrit

(o0}

S 28 (1452) 7 ((a=1)€ + (a+1)i) *Hae .

-0

Appliquant le théoréme des résidus & un demi-cercle situé dans

le plan inférieur (le seul résidu qui entre en ligne de compte est ~-i),
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et faisant tendre ce demi-cercle vers 1'infini, on trouve pour valeur
de 1'intégrale

—2mi (=(a-1)i+ (a+1)i)1 7K = 227k, -k

Proposition 3. Soit k> 1 , @ € [0,1[ , u € R '

Z' = {n € Z/u+n # 0} . Alors

lim X ezw'm'n(u+n)“1(1—ic(u+n))_k+1
c>o0 n€z'
c™?o
existe et vaut : iﬂe_zﬂlua(1—2a)‘ si u¢€z
iﬂe—zﬂlua(1-icotgﬂu) si ugz.

Supposons d4d'abord o #0 et uf zZz fixés.

2mion

Posons a = e et bn(c) = (u+n)—1(1--ic(u+n))_k+1

En appliquant le théoréme des accroissements finis, on peut

prouver qu'il existe A > 0 tel que :

A .
< - < & > 1,
Ve €ER, |c| 1 = ]bn+1(c) bn(c)| < % si |n] 1
D'autre part, les sommes z a sont bornées. Le théoréme
p<n€q
d'Abel montre donc que la série I a bn(c) converge uniformément

n€z

pour c € [-1,1] et donc que sa limite lorsque c=0 est :

z ezm'o{n(u+n)—1 = iﬁe—znlua(1-icotgﬂu).

n€Z
Cette derniére égalité se démontre en remarquant que les deux

membres sont des fonctions méromorphes ayant mémes pSles en O , avec
méme résidu égal a 1, et vérifiant 1'équation fonctionnelle
f(ut+l) = e_zniaf(u). La différence des deux membres est donc une fonc-
tion entiére ; elle est bornée et tend vers O si u tend vers ic .
D'ol la conclusion (c'est pour prouver que la différence est bornée
que l'on se sert de o < 1).

Si u = ng € Z on obtient par la méme méthode comme limite la

quantité suivante :




\
ALY Y
3
= ]”0.)7/910/ = 44 -
. fgg =

. -2min,o
- - o
u+n) L lim ime zﬂlua(1—icotgﬂu) - Tuon

n€z' u>n_, u#n o
o o

iy
5 e2 1na(

= ime 2Miu¥ 4y 54y,

Il reste encore a traiter le cas ol o=0 . On ne peut dans ce
cas passer brutalement 4 la limite membre a membre, car la série
obtenue ne convergerait pas. Mais en regroupant les termes de la somme
correspondant & deux indices n et -n opposés, le raisonnement pré-

cédent reste valable et conduit au résultat annoncé.
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