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L’objet du présent travail est 'étude dans les corps non-galoisiens
~de nombres B-adiques des questions analogues a celles dont s’occupa
«dans le cas galoisien M. Ovsteiv Oge et auxquelles sont consacrés ses
‘2 mémoires dans »Mathematische Annalen< T. 100 et 102, intitulées
»Abriss einer aritmethischen Theorie Galois’schen Koper«. Il s'agit de
coastraire la théorie de la ramification dans les corps J3-ad ques non-
galoisiens, analogue & celle de M. Hierr pour les corps galoisiens,
de trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un corps
P-adique soit primitif (ou une équation d’EiseNsTEIN soit primitive (1))
par rapport & un de ses sous-corps donné, d’étudier les formes cano-
niques qu'on peut donner & une équation d’EisessteiN primitive (1) par
la transformation de Tscumnuausen, d’étudier la génération d’un corps
B adique par adjonction successive de racines d'équations d’EisENSTEIN
primitives (') et enfin il s’agira de certaines propriétés remarquables des
développements des racines d’une équation d’FiseNsteiN primitive (') en
séries de puissances fractionnaires d’une autre d’entre elles.

Notation :

EnseMBLES: L réunion d’ensembles A, B, C,... sera désignée AuBuCu...
ou S(A, B, G, ...). L’intersection de ces ensembles sera désignée AnBnCn..,
ou D(A, B, G, ..). On n'employera jamais de signes -+ et., ces signes

-eétant réservés wuniquement pour les opérations algébriques de Vaddition

(") I s'agit de primitivité P-adique.
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<t de la multiplication (composition). Par contre, pour désigner la diffé-
rence de deux ensembles on emploiera le signe —.

L’ensemble d'objets a, b, ¢, ... sera noté {a, b, ¢, ...}. Le nombre
d'éléments d’un ensemble A sera noté (A).

Si A, B sont ensembles d’éléments susceptibles d’étre additionés,
multipliés, composés, A-+B, AB désignent respectivement l'ensemble de
tous les a-4-b, ab distincts tels que aeA ot beB,

Si pour tous les éléments a d’un ensemble A est définie une
fonction f(a), B étant un sous-ensemble de A, f(B) désigne I’ensemble
de tous les f(a) distinets pour @ cB.

Groupes: Au lieu d’écrire des mots »d droite*, ,,a gauche® spé-
cifiant le coté o se fait la composition des certains objets (ou avee
cartains objets) quand cette composition est non commutative, il sera
toujours placé au dessus du mot ou:de la lettre figurant I'objet en

—
<question une fleche - ou <. Par exemple, ,,idéal désigne ,,idéal a
4 droite“.

- R
Ceci posé, la classe (resp. classe) ‘d'un aeG suivant un sous-
+
groupe g du groupe G est ag (resp. ga). Quand une classe 0§ Ou une

_).
wéunion de classes Cg (CeG) seront régardés non comme ensembles

d’éléments de G, mais comme resp, un élément ou un sous-ensemble
-
de l'ensemble de toutes les classes de G .suivant ¢, ils seront dé-
- -
signés resp. ag g et Cg/y.
S - = =
ANNEAUX NON cOoMMUTATIFS : Les signes idéal, idéal, diviseur, diviseur,
- -> -> - z
multiple, multiple sont clairs, Un idéal (idéal) principal qui est l'en-

- <« > <
semble de multiples (multiples) d’un élément « sera désigné (a) ((«)),
- e > RS
Aulieu de ,,A est diviseur (diviseur) de B* on écrira encore »A I BY(,A BY)
- - - e
<t ,B=0(mod A)* [B=0(mod A)] [on dira neongri®  (,,congra®)).
Dans les anneaux ou il y a un élément I bilatére, un élément @ sera

>
dit unité (unité) s'il existe dans l’anneau un élément b tel que ab = I

(ba=1).

Si deux éléments d’un tel anneau a et & sont tels que & la fois
> =) 3 - -— ->
ala’ et a'|a (a|a’ et a’'|a) ils seront dits associés (associés).
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(Pour que a et &' non diviseurs de zéro soient ass?:u::iés (ass;;iés)
- e

il faut et il suffit que a’'=ae (a'=¢a), ou ¢ est une ur?iTé (unité)).

Corps: Si K est un surcorps algébrique d'un corps k, au lieu de:
dire d’un objet qu’il est ,,dans (de) K par rapport a k' on dira qu’il est.
ydans le K/k“. Si KsK >k cela s'écrira aussi K/k=K/k et K/k/K/k
signifiera la méme chose que K/K.

L’ensemble de tous les isomorphismes de K I sera désigné par
Ggp. L'isomorphisme identique de K sera désigné par 1x.

Le degré de K/k sera désigné par (K/k).

A partir du § 2 il s’agira seulement de deux calégories de corps:

I. Corps p-aniQues: IIfy aura un corps de nombres p-adiques k-
de degré fini qui servira de corps de base et son extension algébrique:
de degré fini, corps B-adique K, dont les propriétés par rapport a k
sont & étudier. :

Tous les autres corps qui seront employés seront notés par la lettre:
K ou le signe K/k accompagnées de signes ou d’indices. Parfois il
faudra employer un surcorps Galoisien de K/k sans que le choix spé-
cial de ce corps importe. Il sera désigné K*/l. Par contre, le corps
de Gavois de K/k (c’est-a-dire K*/k minimal) sera désigné K'/Ek.

La base sera trés rarement autre que k. Pour cette cause, dans
tous les énoncés et démonstrations, quand un objet se rapporte au cas
ou la base est k, toute indication sur la base sera supprimée dans le
symbole qui note cet objet.

La seule excephon a cette régle aura lieu si lénoncé en question
est la définition de ce symbole.

L’idéal premier de K sera noté 9P, celui d’un corps noté K ou
K/l et accompagné de signes ou d’indices — par P accompagné des.
mémes signes ou indices sur la méme place. Le degré, I'ordre par rap-
port & k de ces idéaux seront désignés par f, e accompagnés des mé-
mes signes, le degré et )'ordre absolus par les lettres, F,-E accompag-
nés des mémes signes,

Le degré et l'ordre absolus de p seront désignés par fo, 0.

Le premier. rationnel divisible par p sera désigné par p.

Norme dans K,/K, sera désignée par Ngyx,, norme absolue dans
Ky sera désignée par NE.

Les isomorphismes d’'un corps désigné par K avec les signes autres
que les indices en bas (par exemple K,) seront notés par e accom-
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pagné des mémes signes et, eventuellement, avec encore, des indices-
en bas.

La différente de K;/K, sera notée &xx;.

II. Corps FINIS DE CARACTERISTIQUE p. (CmAmMPs DE (GaLoms): Nous
considérerons deux corps finis de caractéristique p ayant le méme-
nombre d’éléments comme identiques indépendamment de leur ori-
gine: Ceci est justifié par le fait que 1), de deux champs de Garos
de méme caractéristique un est isomorphe & un sous-corps de 'autre 2).
deux champs de Garois isomorphes, contenus dans un méme surchamps-
sont identigues. Nous employerons, en général, pour le champs de-
Gavrois de p? éléments la notation Cg(p?) ou Q4. Toutefois, si nous
voudrons marquer l'origine du corps fini de classes [mod P (accom-
pagné de signes)] dans K (accompagné des mémes signes) nous.
Vécrirons V (accompagné des mémes signes). Le corps de classes.
(mod p) dans k sera écrit v.

ForME FONDAMENTALE : Une forme fondamentale de K sera notée-
§= oz +a@+t + -+ oy
ou N est le degré absolu de K,

RemarqQuE : Dans les symboles employés au cours des démonstrations-
il sera toujours supprimée toute indication dont la suppression ne peut-
pas conduire & un malentedu.

Dans les énoncés, une indication ne sera jamais supprimée qu’en-
vertu d'une convention spéciale (telle que celle pour k).

RemarquE: Les mots ,limite, ,,convergence®, ete. seront emloyés-
uniquement dans le sens P-adique.
J'employerai au cours de ce travail le

Théoréme de Hilbert N0 41: Si KoK=k, on a

P = F/EIE" -

§ 1. — Hypergroupes et isomorphismes des corps.

Hypxrcroupes : Cette notion fut introduite récémment (1934) par-
M. F. Marrty.

Dermurion 4: Un ensemble K organisé par une loi de composi-
tion ab de chaque couple a, b de ses éléments s’'appelle hypergroupe—
par rapport & cette loi de composition si
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10 ab est un sous-ensemble non-vide de K.
20 (ab)z = a(be) (loi associative),

3% Pour chaque couple a,ceH il existe xeH tel que ceax ot
4l existe a'eH tel que cea’a(?).

Dermvition 2: Un sous-ensemble b de H qui est un hypergroupe
-par rapport & la loi de composition de H s'appelle sous-hypergroupe
~de H.

RemarQue: Pour tout A< H la condition 20 est vérifiée d’elle-méme.
‘Done, pour que h soit un sous-hypergroupe de H, il faut et il suffit
~que les conditions 10 et 30 soient vérifiées.

=

DermiTion 3: Un sous-hypergroupe h de H s’appelle semi-invariant
-+

“(semi-invariant) si pour tout c¢H on a
he 2 ch (resp. ch = he).

e -
“Si h est A la fois semi-invariant et semi-invariant il est dit invariant.

Derivirion 4: Deux hypergroupes K et K’ s’appelent isomorphes s'il
existe une correspondance biunivoque A de H & H'telle que pour tout
~couple a, beH on a

A(a) A(b)=A(ab) (Notation: H~H').

Remargue : Une telle correspondance A s’appelle un isomorphisme
~«de H a H',
B > —_>
HypercrouPES DE crasses: Considérons l'ensemble G/g de classes

> >
~d’un groupe G suivant unde ses sous-groupes g. Soita=ag/g et b=fg/g
«a,B € G) deux éléments de cet ensemble. Définissons une loi de com-=
.position ab par :

-
ab=agBg/g.

“Cette loi est non contradictoire parce que agf.g est une réunion de
=
classes suivant g, ab n’est pas vide, donc 19 est satisfait. Comme

(2gBg)yg=ag(Bgvg), 2° est satisfait. Enfin, si a=ag, c=y¢ (ayeG), on

>

jpeut trouver B et B'e G tels que yeagh et yef'ga don, si b= fg/g,
> >

b'=Bglg, on a ceab et ceb'a et 30 est vérifiée. Done G/g ainsi orga-

(2) C. R, 19353 Annales de U Ecole-Normale:Sup. 1936,
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-3
nisé est un hypergroupe. On I'appelera hypergroupe de classes de G-

suivant ¢ et, dorénavant, G/g désignera non l’ensemble des classes de-

G suivant g tout court, mais cet ensemble organisé en hypergroupe-
comme il est dit,

> >
Théoréme I. Pour que C/g soit un sous-hypergroupe de Glg il
faut et il suffit que C =G soit un sous-groupe de G. Dome out sous-
+

-5
hypergroupe d'un hypergroupe de classes est hypergroupe de classes.
>
DimonstraTiON: Si C>G est un sous-groupe de G et a=aglg-

> e e e
b=Bg/g sont éléments de C/g, ag, Bg=C et agBgcC, donc abe Clg-
et 10 est vérifie. Si ag, yy=C et agly>yg on a agfot ol teygcC,.

>
donc il y a peagc C tel que p=1 c'est-a-dire BeC et beC/g; de la.
&
meme maniére on démontre 1‘ex1stence de b'eClg tel que b'a>¢ et

C/g est un sous hypergroupa de G;‘g
+
Inversement, sthr/g un soas- hypergroupe de G/g ; ona(‘/g C/g C/g,_

d'oit GC=C. De plus, si xeC et a=ug/g, on a u.C/g.a=G/g c'est-a--
dire agC=C et «C=C. Il y a donc a’eC tel que aa’=1 et C est un
groupe. C. q. f. d.

Constouence: Le quotient du nombre d’éléments d’un hyper--
-

>
groupe de classes G/g par le nombre d’éléments d’un de ses sous—
+

hypergroupes h=C/y est un nombre entier. Ce nombre sera désigné-
(H: k).
En effet, c’est l‘indica (G: Q).

DermviTION @ Sih= C;'g est un sous-hypergroupe de classes H= (1/9"
+

et ceG/g, I'ensemble ch s'appelle la classe de ¢ suivant A La méme
définition s’appliquera aux hypergroupes isomorphes & un hypergroupe-
—

de classes.

Théoréme II. Deux classcs Al—ctk et Ay==coh tm bien coin--

cident, ou bien sont disjointes. Une classe ch est la classe de chacun.

de ses éléments. Le nombre d’éléments de ch est égal o ceZm de k
DemonsTRATION: On a, si ¢ = yg/g, que ch —*ngg/g = 7C/g, car
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5 :
g<=C. y( est une classe suivant C. Il contient autant de classes suivant : g
HYPERRGROUPES, :

-9 que C lui-méme c’est-a-dire ch contient autant d’éléments que h.’
) > ES > >
Siey=ng/g et c2=v,9/g on a ¢h=v,C/g et csh=7,C/g done ou bien

+
-e4h == ¢;h ou bien ¢k n ¢k est vide, Enfin, si ¢'ech, et ¢'=y'g'g, on a
¥'g=yC, done y'gCeyCC = yC c’est-d-dire ¢'h<ch. Comme c'hnch
n'est pas vide, on a ¢’h=ch. C. q. f. d. '

Dermvition 7 : Un hypergmupa H sappelle un hy;:»ergmupe,:| s'il
>
ste un hypergroupe de classes Gfg tel que H~~ G/y.
Il est évident que les théorémes précédents s’appliquent & tous
o
hypergroupesg .
- -
En particulier: Tout sous-hypergroupe d’'un hypergroupe, est un
- -
~hypergroupe, ot pour les classes suivant ce sous-hypergroupe ont lieu le
éoréme II et les résultats permettant 1a définition 6. Si hy < hy sont sous-
> > >

h pergroupes d’un hypergroupec H, H/hl"uH ha/ hyfha.

-
Considérons 'ensemble de classes suivant 4 dans H. Quand ces

-classes seront régardées comme éléments de cet ensemble elles seront dé-
->

_). 3
-signées par ch/h. Kt plus generalament une réunion de classes Ch régar-
-dée comme ensemble de ces classas sera désignée par Ch/k Ceci posé,

-deﬁmssons la loi de compn31t:on dans l'ensemble H/h pour tout couple
-a,—c.h/k et ap- —cgh/h de cet ensemble par Eypergroupesc s,
—

«+
i : M i
araz = erhesh/h. Dermvrion : Un hypergroupe, H s’appelle fini s'il existe un hyper

“Or, si - > : ‘
g = & upe de classes G/g ~ H, ot G a un nombre fini d’éléments.
=4 -

on a s R ihG!g Théoréme IV. Pour qu'un sous-ensemble h d’'un hypergroupeg

~ fini H soit un sous-hypergroupe de H il faut et il suffit que pour cha-

L'.»;_hl‘!zh =7 C‘)’ngg .
O woit. d r bl Hh;a, : - que couple a, b d'éléments de h on ait abch.
n voit donc (ue l'ensem i i i b

e e ikt olnst organish ent jeomorghaly Demonstration : Il suffit de démontrer ce théoréme pour I'hyper-

> e -
«{x/C donc H/h est un hyperg i ; > ; o
/ / ypergroupe isomorphe & un _hypargroupa de classes. roupe (/g ~ H, oit G et d’ordre fini ; soit C/g = Glg. C.S G aun nombre

-
DEFINITION _fi : I’hypergroupe H/h précédemment défini s'appelle ~ fini d’6léments. Done, pour que C sdit. un groupe, il faut et il suffit
- > >

‘hypergroupe guotient de I'hypergroupe de classes H par son sous-hy- e CC=C, Cela équivaut a C/g.C/g= C,fg et o, theareme est démontre.

pergroupe h. &

CORRESPONDANTS ET GENERATEURS: Soient Ic un corps et K
et KoK deux surcorps algébriques de k. La théorie de Gavrots montre
~que tout isomorphisme o de K/k appliqué aux éléments de K produit
: isomorphisme o de K/k et que tout oeGm peut é&tre obtenu de

tte maniére.

Théoréme III (,)loi d’isomorphisme*). i H est un hypergroupe de

\igs .
~classes et hy, hy sont sous hypergroupes de H tels que H :k1=h2,
on a '

>

-> Cr g b o

H/hy =~ H/hy /hy/hy

DEuonsrrmmon On a, si H G-Zq, hl—C:';;, hz-szIg que

"H/h. G,J’C., Hfhg"“‘"G/Cz, et h, hgm cl/cz Or d'aprés la défi-
nition de H,fh on a G/Ez/CglngG/pi C.q f. d.

Constquence: (H: h,)_gj ‘;:2;
1+ N

DEmm-rmN 7: L'isomorphisme o de K/k tel que pour tout e ek
lieu ca== oa s’appelle correspondant de o dans K (Notation :
- 0=COIT. i 0).

i Demnrion 8: L’ensemble A des tous les oeGgu tels que '
~ corrgo=0 (oc Gm), s'appelle l'ensemble générateur de o dans K (No-

fation: A=genk o). Ces définitions g’étendent, comme il a 6té indi-
.qué au débot, A des ensembles de o ou de o.
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HyperGrouPE DE K/k: Soit K/k un corps algébrique et K*/k um ‘

surcorps galoisien de K/k. Les genua, ceGgu, sont des cla_s:sas sui—
vant Ggex dans Ggex. Donec, si lon définit dans Pensemble Ggu la

loi de composition o,0; de tout couple o;, o, d’éléments de cet ensem- -

ble par
040,=corr. {gen., o, . geN.5, 0}
G . b >
‘K/k SOra organisé en un hypergroupe, isomorphe a Gron/Grex.

DEriviTion 9 :  Ggye organisé en h
_ : ypergroupe comme il a éié in—
diqué s'appelle Uhypergroupe de K/k. b

A partir de ce moment Grx (désignera non Iensemble d’isomor--

phismes de K/, mais cet ensemble régardé comme hypergroupe de K/

Théoréme V. §i K 2K2k,

e Gri est un sous hyper-groupe:

Gigipe —~
B = Gm}GK;K ¢t cet isomorphisme se réalise par la correspondance:
o> gen., o, Gigi.
Inversement, si C est un sou
s-hypergroupe de Gy il exi
K, K 2K 2k, tel que C=Gyt. 4 o
De:monsTRATION : L’isomorphisme GK;;,NGK*; "‘,"G[(i;]( est réalisé

par la correspondance o -» gen. mchI(.ﬂ( i

>
pond dans cet isomorphisme genK*GlﬂKa’Gmh = Gige/ic | Grcesc . Mais Giesjic

est un sous-groupe de Gxei, done Giwr, fGK-m est un sous-hypergroupe:

de Gl(*ﬂf/GK'!K et Gk celui de G,
On a

LIS % > > >
Gk 22 G/ G ™ Gcopa G/ Gewyic/ GK*H( s GKM?GME.

et corrg genma,fcorrKGK-m_genK o /Gr/R.
Enfin, si C est un sous-hypergroupe de Giigx ona C"‘«-*A;‘Gmﬂ( et

A=geni(C D Giexc est un groupe. Done, si K est le cor

tient 4 A dans K*, on a K:’K:?k Ps qui appar-
et, GiyR=co e
et le théoréme est démontrd, K/R = corr Gy = corrxgenysC= C

ReMaroue: On dira de K qu'il appartient a GiR dans KJk.

donc & GiR corres-
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Théoréme VI. Pour que K/k soit galoisien il faut et il suffit que

Kk S0it groupe.
j >

DemonsTRATION : On a Gk ™ Giewrr/Gicwic « G @8t groupe si Gcvyic
t sous-groupe invariant de G et daus ce cas seulement, Le théo-
e est démontré,

RemarQue: Les hypergroupes dont il s’agira dans la suite de ce
—>

iravail seront toujours hypergroupes, finis.

§ 2. — Théorie de la ramification dans les corps B-adiques.

Soient

k— un corps de nombres p-adiques.
K—une extension algébrique de degré fini de k. N — degré ab-

- solu de K.

B, p, p — resp. idéaux premlers de K et de & et premier ration-

| nel qu'ils divisent.

e, I, E, F, ey, fo resp. ordre et degré da B dans K/k, ordre et

degré absolus de P ot ceux de p.

N
E= 2 a4, — une forme fondamentale de K.

=1
On aura & envisager parfois un surcorps galoisien K*[k de K[k,
l'idéal premier de K* sera désigné par ¥ son degré absolu par F*.
Pour désigner les mémes objets dans le corps de Garors K'/k de

K[k on écrira P, F.
DREFINITIONS. ) )
Dirmvition 1: Nombre caractéristique v(c) d'un oeGy est lordre
en P de of — E diminué d’une unité.
ConstQuence : v(c) est un nombre rationnel >— 1.

Si @ est un élément quelconque algébrique par rapport & k, son
ordre en P sera désigné par U}slB(“). L’ensemble de tous les entiers de K

gera désigné par I{K).
Lemme 1: v(c)=Min [m;B(ooc — &)]ger(x) — 1-
DEMONSTRATION : On a oF — E == (0%q — &}, 00y — gy v 5 Gy — ),

done ®(cE —E) = Min [w(ox — )] ¢ (ks €BF @15 a2, .., oy € I(K).

Mathematioa XIII
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D’autre part, pour tout @ e I(K) il existent des entiers rationnels
Qs Bz, ..., Gu tels que a=aya, + a0+ .. Jagay, done m(ooc—-—aﬂ;w(o_’;f:—__gj ]
ot Min [w(oa—a)], cl(R) = w(6E—E), co qui démontre le lemme,

Lemme 2 : Si o€k, o=, ;

DimonstratioN : o est 1'idéal premier de oK = K* Dans K* il
0’y a qu'un seul idéal premier L*. Done P et P sont puissances de f
T+ et comme Nii'.(ﬂ}) = Nﬂi(o‘lﬁ), leurs exposants doivent étre égaux,
c'est-a-dire P=oB. C. q. f. d.

LemvMe 8: Ou bien v(e) = —1, ou bien v(s) = 0.

corr. (afof). On a
— T = otoin — = o¥(oln — m) + ol —m = oj(0% — ) + oy —m,

omme of P=P, ofof (o — x)] = (o — ) =1 4y (2) > 1 + a,
mme o(o;x — ) >1 + g, on a v(0) =w(om — 1) — 1>+ a)—1=aq.
La=0.Sia>—1, 1a condition v(6) > a équivaut, d’aprés le
mme 1, & v(c) > 0. Si a = — 1, I'ensemble des o tels que v(6)>a est
done un hypergroupe. Le théorame ost démontré (3),
Soit
vo(K/K), vy(K[E), . . . oo s Umey(K/), om(K/K) =+ o

mble de tous les nombres caractéristiques positifs distinets des
k(4), éerits dans Pordre des grandeurs croissantes. Posons de plus,
I convention spéciale,

v—o(K/k) = — 1, v—(K/k) = 0,

Dermvimon 21 v, (K/E) (— 2 = g =m) s'appelle lo giéme nombre de
fication. de K/k. Si ¢=—2, —1 ou m, ce nombre de ramification
a dit dmpropre, sinon il sera dit propre.

DiMonsTrATION: D’aprés un théoréme connu de Henser il existe
dans le corps P-adique K une racine NE(P)— l=p"—[¥me qg Punite p
congrue (mod P) a un entier %==0 (mod B) de K. Il en suit ga = op
(mod oB=P).

St op =p (mod P, puisque op est encore une racine p¥ — Jitme
de l'unité, on a op=p, donc o = 0p =p =« (mod L), c’est-d-dire ¢(c) >0,
Si op == p (mod B*), o — o = 9p —p (mod PB) est premier & R ot
wo)=—1, C. q. f. d. :

Lemme 4:Si me I(K) est d’ordre 1'en B etsiv(c)=0, u(o)——-uu(%:E —-IJ .

DemonstrATION : 11 existe, d’aprés le lemme 1, ael(K) tel que
w(ox — &) =1 + v(a). On peut écrire

J (@)
~ Dirmvimion 8: Lensemb's Vi de tous les oeGyu tels que
3 >t_:q(K/k)(—2§q=_<_m) (cet ensemble ost, d’aprés le théoreme I, un

hypergroupe de Giky) s'appelle I'hypergroupe de ramification d’ordre
A ;ﬂ.ﬁ_. K”C (5).

@)
Le sous-corps (K/k), (6) de K/k qui appartient a Vki dans K/k

oréme VI du § 1) s’appelle corps de ramification d’ordre q de K/FL.
(=21 (-1 () (m=1) (m)

On voit que : Grpe= Vi 2 Vi = Ve » Vi 2 o 5 Vi o VK;{-—“{IK}
= (&/l)m = (B/K)m— = , . 5 (K/k), (K/I)o 2 (K/Ie)—4 2 (R/k) =5 = Kk
2) (=1) (0)

» Ve, Vi et (K/k)-2 , (K/k) _y, (K/k)y ont des noms spéciaux.
appellent hypergroupes ot corps resp. de décomposition, d'inertie
(8) Ceite démonstration simple de cet important théorsme m'a ét6 indj-

par M. Crauvpg CHEVALLEY, aprés la lecture de ma démonstration pri-
live, beaucoup plug compliquée, Je I'en remercie,

(9) v(e)=+Fo0 si a=1k et dans ce cas seulement,

q
= >ien' (mod 2 +olo))
ol les p(i=1,...,4) sont racines pF —4imes Purité ot o les wi sont

des entiers rationnels tels que 0wy <<up <+ - . <ug <24 v(a).
On a op;=1p;, donec '

9
o — g = 2 pil(om) — m¥] = () [mod (on — =)

t=1

d’ott w(ox—a) > w(on—r), Mais, comme 7 el(K), ofon—n) < 1 4 v(a)=
=w(ox —a); d’ott le lemme,
(g—1)
] X - (5) Habituellemet cet hypergroupe est désigné par %TK,:, [ou si I'on le dé-
'I‘héoréme L 8 a est un nombre ratwonnel, Vensemble de tous (@
les oeGx tels que v(0) > a est un sous-hypergroupe de Gy |

DiémonstraTioN : Distinguons deux cas: 40 @20, Soit v(o) > a,
v(92) > @, se ay0,. 1l existent ay,05€ Ge tels que 9y=corr..af, 9=corr. 65,

e par Vi, . on désigne le nombre de’ramification correspondant par Vg11(K/B)].
West sur le conseil de M., Craupe CHEVALLEY que je me suis 6carté de cetie
elenne notation qui, en effet, est trés incommode,

() On désignera ce corps par Kg , si I'on ne voudra pasattirer I'attention
~sur la base k, - :
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=2) (—=1) Di:MonsTRATION. Si @ il exi * g% e Cige tels =

et do' ramification do K[k, On désigne aussi Gje= Vi pats Zxji'y. Vil € 9,03 il existent o, of € Gk tels que G|-—).C(()I'[').Kq*
(0) : P = * . = % NPV 72

par Tiu, et Vkx par V. De plus, M. IHenser appelle (K[k)—; corps de. 1’2 [CODT.; Of 4. 0= = corr, x(0fe}). 'Si a¢l(K) on a ofa — a'k p —

coéfficients de K[k et M. Ore appelle (K/k)y corps régulier de K/k. ~ (mod 3*), d'ou of(o*a_“wg(v)i"(ﬁ)) =0 (mod 6}*=*) et o = o¥o*
(@) . . - ’ ¢ TR
Le nombre d'éléments de V sera désigné par ng(K/k)(—2 = ¢ =m). F. §Hp @) THRUA S MR ) FORRLY) R 09
On posera (—2<q < m) = (at2) AR (m Ni(v) )Nk (v :___“Nk(h) | i i ol

16){3) =1(0y) 4 dx(0y).

i(0) = 0 équivant & oeTx. Donc ix(o,) = ix(a), =i o, € Tk : in-
sement, soit iy(0,)=4(c). D’aprés la définition de I’hypergroupe il
‘existe o,e Gy tel que a,ecaa On a ix(oz) =1y 0;) — 1(c) = 0, done

ng (K [1)
oK)= TR

() (g+1) .
re'K/k) = (Vip: Vi), done, d'aprés § [, est un entier.

g€ T:f; et oy € oTk. aTKiT}; — ix(aTk) est une correspondance biunivoque

__g'fo a ik(Gg). c’est-a-dire 4 l'ensemble de toutes les classes
jonnelles (mod. f). Comme ix(a,0;) = 4i(0;) + ikfo;), cette correspon-
+

~dance est isomorphisme de Gix/Tx au groupe additif de ces classes.
3 La formule précédente étant symétrique par rapport a o, et 92,
. 0n voit que ix(o;) = ix(0) équivaut aussi & oy €Tko, d’ott Tgo = oTx,

C q f. d,

- ConstQueNce: GK/TKNGK . est un groupe cyclique d’ordre f.
{K/k).., est eyclique de degré f.

Hypergroupk :  Gk/Tk ~ Gy_, . Soient o, £, O (") les corps
finis dos classes (mod. P) resp. dans k, K, K* Cons.dérons un oe G,
@, B, vy étant des entiors de K, - 8=y (mod P) entraine ca-}of = uy__
(mod o = B), B =1y (mod P) entraine ou.0f = oy (mod P), et
o =|= B (mod ) entraine oz == of(mod D). Done o produit un isomorph
me de O/o. O/o étant un sous-corps galoisien de O*/v, cet isomorphis
est un automorphisme et, en vertu des proprités connucs des champs
de "Garoms, il existent des entiers rationnels 4 tels que pour tout
e I(K) oo ait : '

cuEaN-F@)‘.

Théoréme III. n_x(K) = ef, n_y(K) =e¢, r_,(K)=F.
()

Désignons par iw(c) lensemble des tous les ¢ vérifiant la con-
gruence précédente. k(o) est, manifestement, une classe des entiers
rationnels (mod f).

Soit p' une racine primitive (mod ) dans K. Soit f(#)=0 I'équa-

DemonsTRATION ¢ On a =Ny (B) =’ =P; Aot n_y(K)=ef.
(—2) (= 1)

3 Ensmte r(K)=(Vk : Vk) = (K_y: k) =1. D’ott n_,(K)= n—(K) ef g

tion 1rréduct1ble dans k & laquelle satisfait p’. Quelque soit 'entier’ —E(K)C q f. d
rationnel i, il existe un zéro ' de f(z) tel que p"=p’ (p) (mod %) Lemme 5: (K/k)-y est le plus grand sous-corps non ramifié de
+u,_]!i et le plus petit sous-corps de K/ par rapport auquel K est com-

Tous les zéros de f(x) étant conjugués par rapport a k, et p

o5 o s .
n’étant congra (mod P*) & p que si i; =1, (mod [), on voit que
ix(Gkp) est I'ensemble de toutes les classes rationnelles (mod f).

plétement ramifié,

DEMQNSTBAT:ON Pour que I?/kCI(/k soit non ramifié :ii faut et i1

rés le théoréme I, que Tk/R= Tk 0 Gijc= Tku, c'est- a-dlre que
= Tki. Pour que K/K soit complétement ramifié il faut et il

t que Ggg=Tix=Tkrn Ggi, c'est-a-dire Ggx& = Tk . Le lemme
. démontré.

Théoréme IL. ix(0j0p) =i (0;) + i (02). La correspondance

> >
oTxm/Tkpm = 1(0Tkn) est un isomorphisme de Gyp/Txn au groupe addi-
tif de toutes les classes rationnelles (mod ). T est invariant dans CGgpe

5>
() Done 0=Qf,;O=Qr, O*=Qp.. § ¢ senouer . T/ Vi o Gk, -
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DerpiniTioNn 5: Si o€ Tk, B—y(0) désigne la classe (mod ﬁ_’:*) qui

contient % [reI(K) est d’ordre 1 en T].

ReMaRQUE ¢ B_y(0) ne dépend pas du choix de =, car si w(m)=1,
: o, ox dan__an
on a m =oan ou acl(K) == 0 (mod P), et E]_l = i (mod i)
parce que ox = a(mod ).

B-4(c) est un élément de O* Considérons le corps OFD ; le
groupe de O*[O estla période d’un automorphisme 8 de O* donné par

g/ 3
8«*=a*Nk(€B): a*” pour tout a*e*

Désignons par <a*>r 'ensemble de tous les conjugués distincts d'un
a*eO* par rapport a O.

Lemme 6: Si oeTk, gengson Tk n'est pas vide.

DimonsTrATION: So0it o* e genko. Pour chaque a*eI(K*) on a

i(o%)
NHp)

a¥a* = o (mod P*), et, en particulier, si « ¢ I(K), on a

+ l.k(o'*]
a=ga=o%x = ak )

(mod B*).
X i
Il s’ensuit 4 (0*)=0 (modf). Done, si i = U(e)

f

* . .
une classe modi = fruk|, et il v a of € Ggyx tel que ik(o}) =1, On a
7

i ()it : . T -
ofat= a.*NJT ®) = “*mk(p) y e’est-a-dire ix(a}) =1i(c*); d’ou dx(o*af") = 0,

done o*¢*-1¢ gengro est aussi contenu dans Tgey . C. q. f. d.

, 4 est

Théoreme IV, Si oy, 0, ¢ Tk on a
B-1(og, a3)=PB-1(04).<B-1(02) >k
B-1(Tk) est un groupe multiplicatif de classes (mod P*) dans K“"; La
correspondance UVKTVK = B_y(cVk) est un isomorphisme de Tx/Vk @

B-\(Tx) organisé en hypergroupe par la loi de composition * donnée

B a*b=a<lb>r

—
Vi est un sous-hypergroupe semi-invariant de Tk .

1 = a® (ueie
DeMONSTRATION :  Soito} € gengeoy N Tkw » On & gengoy=of Gryx .

a1t oy
¥, 1
o G (?J '

& ]
o*e gengioy

+,
Ty o T 5 genxwl(a'g'ﬂ) =t L1
T T T T

~est I'ensemble de toutes les classes (mod f*) divisibl
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Or, puisque o¥ e Txep, on a que ik(cr;"G-Kam)%ih(GmK), ¢’est-a-dire
es par f. Il s’ensuit

‘;%-119-: oy Giek [%c} = G [EE) = <B=i(o2)>r (mod L¥) et que

B-i(oyo2)=PB-1(0y). {Bi(oo)dr.

Puisque <B_(o,))r 2B-1(72),B—(Tk) est un groupe multiplicatif, 8, (c)=1
ivaut & oeVk. Comme <1>p = {1}, on a, quand oy € oVi(o e Tg),
)=B-1(0). <1 >r= (o). Inversement, soit (o) = B—i(o). 11 existe
K tel que o;eooy, parce que Tg est un hypergroupe. On a
1) € B1(0):< By (02)>r. Done <f, (e2)>¥3 1 ; done By (og)dp=

B ==< >r={1} et B_i(oy)=1; done 026 Vk et oyeoVk, La correspondance

- OVk/Vi = Bi(#Vk) est bien lisomorphisme indiqué.

Définissons une autre loi de composition dans l’ensemble Tx par

7= corrx{(genxr o n TKlm).(anKn ayn TKaﬂt)} =

= corr{(gen’* o;'n Tgu). genye ).
On a, ¢ étant un élément quelconque de TK,
o Tk = corr{(gengo*nTyen). gen Tk} =corr,gen, «Tx = Tx

corrK{(genK:TK n TKam).ganK.. u-} = COPPK{TK‘;k.gGUK* a‘} = corrTysy, =Tk
parce que genys o N Ty n'est pas vide),

Done Tk ainsi organisé est un hypergroupe. On voit facilement que

lott il suit Beil102) == e (91).B=1 ()

Vkr = oV (ceTx).
On a, manifestement, Vko 2 Vo et oVx SoVk. Or o eoVk et
oV 6quivalent & (o) = f_y(0); d'oll oVg = oVx et Vko 2oV,
C. q. f d.
Consrquence : L'ordre de B-1(Tk) est égal a r—y(K) NE(B) — 1=
" —1=0 (mod r—(K)). t—(K) est premier & p. SBy(Tk) est le
upe de racines r—(K)®mes de I'unité dans O*.

DimoNsTraTion : Il suffit de prendre K*=K-.

Théoréme V. Si ATk est tel que B—i(A) est un groupe multi-
if et st 0Tk, on a

B=i(cA) = (o) B—i(A).
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Y

-> 2 s i
En particulier AVk/Vk est un sous-hypergroupe de Ti/V . articulier, o**x* = #* (mod P**"2), d'on v(e*) > of

. i o*), et en gé-
8 0(0*)F oo, on 2 1(0") < e <o)< - (o), Coms
MY & qu'un nombre fini de vy(K) différents, il doit exister un i tel
(-'&*"f)=+oo, Cest-a-dire o*”'— 1gs 3 d’ott le théoreme,

DimonstraTiON : Chaque élément de <a*dp(a*eO*) a la forme
Bia* = a*'"  done est une puissance de o*. Il en résulte, que si V*
un groupe multiplicatif d’éléments de O* et si a*eV*, aussi {a*>r
Done {B—(A)>r = B4 (A) et B—y(vA) = By(0) . B~ (A). En particulien
B (AVi.AVK) = B_i(A). B=i (A) = P—y(A);d’olt AVg.AVg=AVg:, @

-

-5
AVg|Vk est un sous-hypergroupe de Ty/Vk (Théoréeme IV du § 1).
C. q. . d

MME 7 : Si o6 Vk, gengonVigey n'est pas vide.

JEMONSTRATION : genso 1l Tie n’est pas vide, Soit o¥e genge o 0 Ty,
Si (ﬂg‘Bu (TE'): 1
(@ >(g+1) N
Hyperaroures Vi/ Vi o Gk, /iy (=0, 1, ... ,m—1). Soien
le plus petit comun dénominateur de tous les v,(K/k) propres, = un |
tier de K d'ordee 1 en $, et =l = =; soit K*/k un surcorps galois
de K contenant wm;.

_ o't = By (¢¥)n* (mod $*2).

~ Or, si w,-u(r:) = 1, an=r=(K/R) ogt un entier de K* premier & P*,

ensuit que om=o*mw=o" (ar* "= TR) (rpyIaa(RYK) — oo (Y1)

N )~ =g ()= 1 (mod £B*); dou

Bmi(o)= By

)= 1 ot n_(K*/K) = r_(K*/K)ng(K*/K). D’aprés le théoréme pré-

de Hiserr no(K*/K) est une puissance de p. Gomme Vordre de
ans le groupe multiplicatif B_;(Tyvx) est premier & p, on a

B. l(ﬂ.t)r_,,(K'!KJ =1
dire d’aprésla conséquence du théoréme 1V, fy(o*)e By(Trex)s
Kiste o' e Tk tel que B-y(of) = B-y(") et f_,(c*o*~1)=1 c'ost-a-

‘o~ egenyso est aussi dans Vi, Coq fd

(@
Derinirion 6 : Sim > g =0 et si o e Vi, B(0) désigne la classe
onw — T

(mﬂd ‘1"‘) dans K* qui contient W’H)

(q)
BIO(Vip) sera désigné par M{(K/K).

REMARQUE : Si L'on choisit autrement = et mp, par exemple si l'on
prend m'y= Ang (mod $*) (AP K, X == 0 (mod B*¥)), tous les élémen
de My(K/k) se multiplient par le méme facteur = X~2%*™ (mod P
si 8 est le dénominateur de v,(K/k) etsi ps=(3;vq, p"—1), l'ensem
B i :
,Tq ERINITION 7 : Si a*e O* et si § est une racine 3™ primitive de 1’unité
de l'unité dans O* Si &, est le plus grand diviseur de &, qui est pre- fo* ;

ble des facteurs ainsi obtenus est ensemble des racines (p*—1)

mier & p, il y en a (pf"-—l)f?q différents. Trs = <a*>r o L <a*>pulardpu s o vy P Kary,
q : ;
T Y X @ g
-' -f[?héoreme V1. 8i oy, 05eVietsid, est le plus grand factewr du
inateur &, de vo(K) premier & p,

B o) = B %)+ [ B 5

- Demonsrration. Soit K* un surcorps galoisien de K contenant Ty, et
D

O

Théoréme (de M. Hmsrrr). Si K*/k est galoisien, no(K*/k)
‘une puissance de p.

DimonsTraTION ¢ Joit o*e Ve et v(o*) =4-00., Si n* est d'ordre 4
en ¥ on a : q
o*nt = n*(1+ ﬁ“w(tf 'J) (mod %wt’“ H-ﬂ) (Be I(E®).

Or, puisque o*c Vir, on a o* (A= pr¥ > (mod P+ )
c’est-a-dire U*G.H_“* = ¢**(n* Br* ! )=o*"n* 4 B o ™)
d'otl I'on déduit

o*m* = ¥ (L+afn”“”)  (mod n*'H?)

. Soit y(c*) la classe (mod B*) contenant ﬂ
To
Soit U Pensemble de systemes [ik(c"), y(e*)] pour tous o* € Gigwk,

dire U= {[ix(s"), T(a*)]}o’er-m' Montrons que U est le produit,
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au sens de la théorie des ensembles, d'ensembles ix(Gxx) et
y(Tkex). En effet, d’abord, comme o*n=m, on a y(e*) == 1, Or, si
o e Tiey et i n(K¥K)=ndq, on a r_(K¥/K)=(r_,(K*/K), 7). 3; (&)
(parceque mo(K*/K) est une puissance’de p). Ona évidemment y(o})=
B-iof)" d’ult, puisque S-y(Tx+k) est l'ensemble de toutes les racines
r—y(K*/K)iemes de I'unité dans OF 9(Tksk) est I'ensemble de toutes les
racines 5,°m°* de l'unité dans O*, Done, quelque soit a*ey(Tkwx), il existe
o ot 0*;0 UTED

=0 [ )-?Ey(a).y(u'*)est

p 2

un o} € Ty tel que -y(crj’rr*)EL; e
égal & o*, Comme cr’;‘u*e Greg et ik(ojo*)=ir(o]) +ix(e*)=ik(c") (parce
que o, e Tywx), on voit bien que

U = i(Gryx) X y(Tie/x)

@
Ceci posé, soient vy(K) = %5 ((ug 4 8g) ==1) et oy, peVk. On a
q

ﬁ‘ﬂ}( yes g FieidBan ), 4, (20T eyt a¥ o\ % ﬂ*n—ﬂ} e
AB R = e e = — —_— TR L) —
7 %172 P ) mo¥a 1% o nD(i+vy)

o*e gengoy
ok g
- {v*ﬁé""’foz).(—_@) b “’(cro} 4
™, o*e gengeoy .

Or, si of e genyoy 0 Vs, on a gengso=aiGyyr . Done, il existe ofe Ggeg

e
ol que, o? = oy, ot o (S22
1 0

' C im0\ T (ofmp)\ ety : oo\ a0
= o’f Lr:; B 0) (rrg) Sl ({r:;Too) gk [—-;ﬂ) 4 - qﬁﬁg 0)(92) . (—if} =
ik (ot Ty
=g% D g™ (o) s p(epytat,

L’ensemble de tous les o des o*e geny» oy est Gyyk . Comme ik(Gywk )
est I’ensemble de toutes les classes (mod fx+x), et y(Txwk), donc aussi
{y(a;)“‘?wﬂ}o*e Tk ©st Uensemble de toutes les racines &y-idmes del'u-
nité dans O% on a, d’aprés ce qui précéde, que

ATl T8
{80 B o)} e e = BTN 3,

ot que 7 rioa) = Ao + BTNl 5, C.af a

Théoréme VIL Si 0=gq <m, M (K/k) est wn module dans
(@) +1) -~ oy (o)

O* et la correspondance o Vi [ Vg = By (o Vi) est un isomorphis-:

(8) a, b étant des entiers rafionnels, (a,b) désigne leur p. g. c. d,, et

m(a, b) désigne leur p. p, c. m,

SUR LA PRIMITIVITE DES CORPS B-ADIQUES N

(@>(g+1) o
me de Vi Vk & Uensemble MI™(K/k) organisé en hypergroupe payr
la loi de composition de tout couple d'éléments a, b donnée par

a* b= q-4 [b]p’gq

ro(K/k) et no(K/K) sont puissances de p, soit ng(K/k)=p/, &m0
1o(K/k) = p 10510 1, (K [F) < F~.

DemonsTRATION @ Puisque [o*] F,5 =<a*>p da%, B;n)(fn 7y) = r@gm loy) +
(1rg)

[ﬁ;““)(oz)}gsqaﬁg’ﬂ(rr,)+{3q (03), c’est-a-dire MS,""}(K) est un module: Com-
me cest un sous-module de O*=Qps, son nombre d’éléments est
une puissance de p.
(@+1) () . ’ .
o € Vg équivaut & B¢ (0)=0. Comme [0]g5,={0}, il s’ensuit que,
+1 ]
sl o ecr(qVK ), [o’q’“" (o)) = ,GL”")(U). Inversement, soit ﬁg”")(o,)=ﬁq(“) (o).

: @ e N
IL existe o, Vg tel que oyeoop. On a Bg™(o)= By (e By (o) +
-+ lﬁﬁ“’)(frz)]g,-aq d'ott GE[BLW)(GQ)]FEQ,, c’est-a-dire il y a un
E & (@F1)
Ee8IBT(,) =0, d'ott o) =B1(c -4, 0)=8~10=0 et o€ Vi, Il s’6nsuit

@+0>@t1) - @+1) A Vi S
que o Vg | Vi > B4 (s Vi) est]'isomorphisme indiqué et que le nombre
d’éléments de M{q”](K) est 74(K). Done 7,(K) est une puissance de p,
m—1
et aussi no(K)= [ 7o (K) est une puissance de p. Si I'on prend
5=q

K¥=K* et si n' est un entier de K* d’ordre 1 en P, les classes

’ , (@ an—m ;
(mod %) qui contiennent (o e V) — s —ky  he différent -de
Eﬂ.‘“i‘[}-(“')”q( )
‘8_5’“) (o) correspondants que par le méme facteur

Do (K)
= W :|= 0 (mod % ).

Done le nombre des classes distinctes parmi ces ‘classes, qui est

~ ENE(B)=p", est pl®), co qui montre que l(K)=F". Le théordme
- est démontré,

(g+1) : @
Théoréme VIIL Vi est un sous-hypergroupe semi-invariant de V.

- Demonstration ; analogue & celle de la dernidre partie du théo-
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(@
réme IV, On se sert de la loi de composition (v, , e Vi)

773 = COTTy, {(gengs oy 0 Vo) (gengsoy n Vieji)}e
Lemme 8: La différente de K/k Gijr= P&l =1tug of

m--1
it = > vg(K/) [mg(R /) —nq41(K/1)] ().
gESER
 DimonsrATioN : By = [JE=9), ou Glip=Cun — {1} Or
ae Gk
o = P, Y a ng(K)—mngy (K) de o tels que v(e)=uw,(K).
Etant donné que v »(K)=—1, v_,(K) = 0, na(K)=1 et que o e Gy
sauf si v(c)=-Foco=v,, on voit que I'égalité écrite est exacte.

Lemme 9: Si Ko S K" K" & Ky ot si K"/K' est primitif (g= U150

vy m—1) :
vo(K"/K’) = vg(K), v (K"/K’)=+o0.
DemonstRaTION :  Dans Gl il y a (K: K') — ngpy(K) de o tels
que v(c) = v(K), 7444 (K) —n442(K) de o tels que v(e) = Vg (Kh
nq42(K) — nq43(K) de o tels que v(o) = vy4p(K),.. ... s Bom--4(K) — np(K)

: @ @ROF .V« ey
de o tels que v(v)=vn-((K), parceque Vi = Ggx » Vk. On voit, puis-

que K/K’ est complétement ramifié, que

Sy = ;B(K K= 14 vg(E)[(k ¢ K')— Ny (K)] ; V() [n5(K) —251 ()]
est de méme R :
B m(x:x“)——- 1 v(®)[(k: k") — Ny (8)] - Z' O5()[ms(K)— 1541 (&)]. .
s=q44

Or, si K"/K’ est primitif, tous les éléments de G sauf 1y doivent
avoir la méme nombre caractéristique, car autrement, d’aprés le théo-
réme I, Gy aurait de vrais (c’est-a-dire == Ggyw et = 1x?) sous-
hypergroupes. Soit v ce nombre caractéristique. Soit P I'idéal premier

de K”. Comme K/K" est compldtement ramifi6, on a R/ == REX") o
3x--;u’=fll”[(K": k) =1] (14v)_ 53[(1: ) —(x:x")] (1 +v)

Comme
Pr/w = dxme xre

(®) MM. Henser et Ome appellenu uyy, nombre supplémentaire, (,Supple-
mentzahl®) de K/k. '
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on a
[(K:K') — (K:K")] (14v) =

: m—1
= [(K: K')—1 4+ v (K)(K:K') —mg4. (K)] + 2 vs(K) [ns (K)—ﬂs-l_—l (K)]]"" I

8=q+1
m—1 s
"'Ii(K=K”)“"1+vq(K)[(K:K?')"nq-i-:(K)]‘{‘Z vs(K) [ns (K) — ns+1(K)}l—
ey A
= [(K:K")—(K:K")] [1 4 vp(K)].
Done v=9(K)>0
c’est-a-dire v=vo(K'/K"), v,(K'/K") =+ oo, Coq fd

Théoréme IX. Les dénominateurs 8, de v9(K) (¢=0,1,.....m —1)
sont premiers & p, (c'esi-d=dire 5,=3,). ; '

DimonsTrATION: On peut surement trouver un corps K"/K' primi-
tif tel que K,S K'c K" S Kyyy; on a vo(K"/K") = v4(K). On_a.

ey =[(K"K') — 1] og(K"'/K’) = [(R"K") — 1] r(K).
Or diir= BAEI= F ooy ooy un idéal de K", done ugx est en-
tier, et, de plus, (K":K') est une puissance de p. Done (K": K') == 1

(mod. &,) et si (3, ,0) * 1, on aurait OEl(mod.p),_ ce qui est absurde.
Le théoréme est démontré.

! ; (0))
ConstQuEnce : Done [a*]g, 5, =[a*]p, 5 4 on peut écrire (o), mpe Vi)

By o) =B+ [,

Théoréme X. MSFO)(K) admet comme opérateurs la multiplication
par la racine primitive 5,4 de Uunité dans 0% € et la transformation

. F
Tl e oN 40
8- {ar > }a*e o
>0+1) (@) > (g+1) .
Pour quwun sous-ensemble A | Vi de V !V 80t un sous- hy-

(9) >(g9+1)

- pergroupe de N/ Vi il faut et il suffit que Bsg%)(ﬁ) s0it un mo-

dule dans O* admeltant les mémes opérateurs.

: > (0+1) - ; (@) > (q:+1)
DimMonsTrATION: Si A/ Vi st sous-hypergroupe de V | Vg, A

.‘ . () (my) ("'u) (Tfu) (“'uJ
E Fest de Vi, donc ,82 (1:‘\_)2,6g (1.(.».‘!x)=0+[.1f3ﬂr (A)Jf?lﬁq_= fﬁq (A)J-F, i
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(K/k)—y=1/k. Enfin, dans le cas ¢ on a I/k < (K/k)_ < (KR = (K/k)y =Kk,
- d'ou, de la méme maniere, (K/k)o = (K/k)—q = l/k. Chigeetids

: Les cas @ et b ont été complétement analysés par MM. Henssr et
- Ome. Il s’agira, par conséquent, dans ce travail du cas c. Toutefois,
J'expose brievement aussi la théorie des cas a et b, ot je la fais d’un
- point de vue différent de celui de ces auteurs,

Done ,GS;") (A) admet les opérateurs indiqués. Si A = Gy,

\ = ey .
BE;“ A) = ME t‘)(K/K), done est, d'aprés le théoréme VII, un module.

Inversnment, si ﬁgro)(A) satisfait aux conditions indiquées, on a,

,GE_;'-“)(b)]F,%C ﬂgfﬂ)(A). Done si a,beA, on a 'ﬁgw")(ab)-—-

si bed, que

K ko | (Q+I)
= %) + [0, < 87), done abe AVc= A of, dapreslo e
Wy b r .
Tlu?oréme . 8 K[k=(K/k)~y, K/l est eyclique de degré f
non ramifié. Il est primitif si son degré est un mombre premier et dams
- Ce cas seulement.

()]
théoréme IV du § 1, A est un sous-hypergroupe de Vk. C. q.f. d
Deriwirion 8: Un module dans O* qui admet les opérateurs
indiqués dans I'énoncé du théoréme X s’appelle un Wp %-module, ol

D& SRk = (K £ pts & iegiio. T
¥, est 'exposant auquel appartient p (mod.3,). MONSTRATION : Si K/lo= (K[k)—q, on a Tk={1k}, done Gx =~ Zx[T,

.Mais ce dernier hypergroupe est un groupe cyclique d’ordre f;, d’oil
(théoréme VI du §:1) le théoréme.

- M. HENgEL montre que (K/k)—;=K(p)/k, ol p est une racine pri-
- mitive (p¥—1)i¥me dg \’unité ¢’est-i-dire que (K/k)- s’obtient par adjonetion
o d'un nombre satisfaisant dans & 2 une équation binoéme aP"~1—1= 0,

ie'n genéral non irréductible. Cela donne une autre démonstration du
- théoréme II.

§ 8. — Primitivité des corps B-adiques. Préliminaires.

On sait qu'un corps K/k s'appelle primitif s'il n’existe de corps
contenant k et contenus dans K autres que & et K. :
Il s'agit de trouver la condition nécessaire et suffisante pour
quun corps P-adique K/k soit primitif. Cas b,
Théoréme I. Pour que K/k soit primitif il faut quw'ait liew un -

Théoréme III, Si (K/k)o/(K/k-s), K/ est complétement vamifié
des trois cas suivants :

de degré h premier & p. Pour que K/l soit primitif il faut et il suffit
S quie h=(K:k) soit premier.

Dmousranmn: Comme r—p(K/k) = ng (K/k) =1, h = (Kik)e=
- =n—(K/k) = r_y(K/k) est premier & p. On a Gk =Tk et Vk = {1x},

a) (K/k)-2=XIk, (K/K)=1=(K/E)o=XK][k
b (Klk)—=(K/k)==klk, (K[k)o=K/k

. =] = = *
¢) (K/k)—p=(K[k)=y = (K[E)o="/l, (K/k)y=K]k. done Gk~ Tk/Vk. Pour que K/k soit primitif il faut et il suffit que
: >

; done Tk/Vk n’ait pas d’autres sous-hypergroupes que Gk et {1&},
t-a-dire, d’aprés le théorsme V du § 2, que S—y(Gk), qui estle groupe
Itiplicatif de toutes les racincs hidmes de I'unité dans 0F, n'ait pas
- dautres sous-groupes multiplicatifs que lui méme et 1, Ceci n'a lieu
que si h est premier. C. q f. d,

. .GONEEQIUENGE: Si K/k est primitif, (K/k) est ou bien un nombre
- promier autre que p, ou bien une puissance de p (dans le cas ¢).

(On dira encore que le corps K[k du cas a estun corps de coefficients,
et on appelera les cas b et ¢ encore respectivement cas régulier et
cas irrégulier de M. Ore). :

DemonsTraTiON : On a par définition

1k = (KB S (K/)r S (K K)o < (KR = - o = (K/)m=K [k
sim> 1,ona k/k= (K/k)o <= (K/E) < (Kik) & K/E, donc k/k = (K/k) = K[k
ot K/k est imprimitif. Done m < 1. Il n'y a que trois possibilitég
a) Kfk=(K/k)-y, b) (K/k)-4 + Kk = (K/k)o, ¢€) K/k= (K/k);. Dans
le cas a, puisque (K/k)Z(K/k)o Z K[k, (K/k)o = K/k. Dans le cas 0
on & k/kC (K/k)-1< K/k. Si (K/k)— Fk/k, K|k est imprimitif, d'ol

Remarque : Le fait que le degré d’un corps P-adique primitif
. est la puissance d’un premier (ce fait est une partie de la consé-
‘quence précédente) peut étre aussi régardé comme conséquence de ce
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i § 10 un théoréme dont le théoréme indiqué de M. HenseL est un
trés particulier, et sa méthode de démonstration peut étre regar-
comme une généralisation de celle de M. Hensgr. Mais on peut
si démontrer le théoréme de M. HenscL 2 partir ' du théoréme 1V
¢ §, au moyen de la théorie des corps Kummeriens.

que:les corps P-adiques sont métacycliques. On a, en effet, 'le théos
réme général suivant de la.théorie de GaLos (voir: H. WeBER :,,Lehr-
buch. der: Algebra‘* T. 2, Buch 8): Le degré d’un corps métacyelique
primitif est la puissance d'un premier. : ;

Théoréme 1V. Le corps de Garos K*/k de Kl — (K/ko/(K/k)oy
s'obtient par Uadjonection & K des racines h-iemes de lunité. K*/K est
non ramifié, ]

Cas e,

Si K/k=(K/k)/(K/k)y, K/k n’a qu’un seul nombre de ramification

e vy(K/k). Ce nombre sera désigné simplement par v(K/k) (ou méme »),

- dénominateur sera désigné: par o, I'exposant auquel appartient

mod 3) sera désigné par ¢, enfin Mc(.w")(K;k) sera désigné par M('“’)(K/k)
méme M ""’)).

~ DemonstraTION : K/k étant complétement ramifié, on a K==.k(n:);=-"
Done K* s’obtient en adjoignant & K tous les ox, o G’k - En parti=

culi'er, K* contient tous les E;, et, étant un corps P -adique, il con-
tient aussi toute racine de I'unité d’ordre premier & » congrue (mod §°)
Théoréme V. Powr que K/le=(K/k),/(K/k)o soit primitif, il faut

W suffit que M'gw")(ka) wait d'aulres sous-Wg ~modules que lui-
e et {0},

& un E::—r (o'« G'kn). Done K* contient toutes les racines h-iémes de

I'unite. \ .

' . Inversement, adjoignons & K toutes ces racines de I'unité. Soit :

K’ le corps ainsi obtenu. Quelque soit oeG'yn, il existe p(a)cI(K) 0) (1) (0)>(1)
of: 3 g A 'p ( ]_ DiimostrATION : Comme Gk =V et Vk= {1k}, on a Gx ~ Vk/ Vi .

tel que ——==p(c) (mod *). Comme 7, p(0) e K, les conjugués de >(1) :

d prés le théoréme X du § 2, pour que A/ Vi soit sous-hypergroupe de

> (1 .

/ (V)K » ¢ & d. pour queA soit celui de Gk, il faut et il suffit que ﬁg’r")(A)

- un sous-Wp ;-module de M(w"). D’ott le théoréme.

2::_"- — pla) par rapport & K’ se trouvent parmi les E—:‘Tﬂ—--p(a) (o1 € G

> F
Or, puisque Gi="Tk/Viu, on ne peut avoir B-i(o))=PB_y(0) que si

0, = ¢. Done, si o % g, °_11‘l‘ == % (mod B°). Or %—p(c)ao (mod B*).

Théoréme VI, Si)K/k=(K/k);l(K/k)g,_ et si ¢ est le plus petit

= yim . .
D’ou, quand o' = o, U—T:E—p(a) == 0 (mod ). tel que @y =2 M “(K/k), le corps de Gavrois K lc. de K/k a@t sous
du corps K,,a/k obtenw et adjoignamt a K/l le nombre |7 et tou-
les racines p*—1%0es de Vunité. (K*[K)y= K /K.

DimonstraTION : Quelque soit o € Gy, I(K, ) contient un nombre

"Mais K’ étant un corps P’-adique, deux conjugués par rapport &
K’ doivent avoir le méme ordre en R° (Lemme 2 du § 2). Done si o, + 9,
o
n 4
conjugués par rapport i K’ que lui-méme, donc est un élément de K'y
Il en est de méme pour em =g ,p(o)-{—[% - F(l}))] « Done K’ contiaf

tous les or, 0 e G'kue; done K’ 2 K*. Comme K*2K’, ona K*'= '"’_,;_'
i | ' Cagfd
M. HenseL démontre los théorémes III et IV en montrant que §

— p(a) n’est pas un conjugué de %u-—p(o)_ %:-'-'-._ p(c) a dautres

T p(a) (mod P*) ou K/k est un surcorps galoisien

Ty T
sfk. D’autre: part, puisque M(W"}(ka) est un @,module, on a
=0 (mod'¢): donc p?—1=0 (mod 3); il en résulte que_?iqb,a ?on-._
toutes: les racines 3*m** de I'unité, et comme =¥ ne différe d’une

. ; | )
mee de |/m que par un facteur racine 3% de I'unité, mr e K, 5

tel que

K/k esthcompl_étement ramifié et si b = (K:%) est premier a p, 8 K, ; > m, tous les conjugués. de %‘;_“- p(o) par rapport &

K:.:k(y;:),_oﬁ % est un nombre de % d’ordre 1 en p. Je démontre *
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K, 5 sont parmi les nombres %{5 — p(0) (o1 €Gkx). Or, puisque
0
0 >
Grue=Viu| Vi, BO(TO)(O,)Z Bg”ﬂ)(u) n'a lieu que si o,=a. Done, puis-
an —

que L p(e) =0 (mod B*), on a, quand o’ + g, %:%;—n—p(a} + 0

Dw
T, o

: an — 7n ! i,
(mod ﬁB'). Par conséquent, e — p(s) n'a d’autres conjugués par
- J

L.

rapport a K, ; que lui-méme, donc est 6lément de Kg45+ Il en est de
on —m §
—W—Q(a)] j + =, K¢, ; contient tous
les om, o € Ggu, done K,s=2K". On a n_, (K,,5/K) = & =|= 0 (mod p),
donc aussi -4 (K*/k) == 0 (mod p). Par conséquent, ,(K /K)o = K*/K
C. q. f. d.

Théoréme VII. Le groupe de Gavois & de K/l est au plus
8-tramsitif. Pour que & puisse éire 2~transutif il faut que K/k soit pri-
mitif et complétement ramifié. Pour que G puisse étre 8-transitif il faut,
de plus, que (Kik) soit une puissance de .

méme pour on = mxv . [p(u)-{-[

DimMoNsTRATION : v étant un entier <(K:k), ® n’est pas p-transi-
tif, si, et seulement si on peut adjoindre a k » — 1 conjugués d’un
nombre « tel que K =k(a) de maniere a ce que les (K:k) — p 4+ 1
conjugués restants de « ne soient pas tous conjugués entre eux par
rapport au corps ainsi formé. De plus, © n’est jamais (K:k)-t1ansitif.
Ceci posé, soit d’abord f> 1. K = k() contient une racine primitive

pr—18ne de l'unité p. Si o& ot oy (o, , o €G’g) sont conjugués par

rapport & K = (), a;p = pN+(p)%k(ai) ot op = p“ﬂp)u(oz)le sont aussi.
Mais ceci n’est possible, puisque p €K, que si (o) = ix(az). Donc,
si (Kik) +2, il existe ojz et 6y« (o;, 02 € G’ie) non conjugués par rap-
port & K ot & n'est pas 2-transitif. Si (Kik) = f=2, ® n’est pas non
plus 2-transitif. Supposons maintenant que f=1, mais que K/k n’est
pas primitif. Alors K = k(r). S'ils existent o, » 92€Ggy tels que
v(o)) ¥ v(5), 6% — & ot ot — n ne sont pas conjugués par rapport a
K, done oy et o,m ne le sont pas non plus; ® n’est pas 2-transitif,
Si tous les v(o) des a e Gxy sont égaux, deux cas peuvent se présen-
ter: «) les v(c) sont nuls: alors (K:k) = h est premier & p et h n'est

pas premier (cas K/k n'est pas primitif). Soit hy un facteur propre

de 4. Ils existent oy, op @ G’ tels que B_y(o) =1 et f,(ox) 1.

o4t Tet o Ty
Alors (—;—] = 1.7t ({) — 1 ne sont pas conjugués par rapport &

g O — W [a[n: — n)lﬁlfr(m)i

- Ot —T® gy —

. Gt — T or —T

- Enfin, si (K:k)=p, soit o € G’k Si 6y€ G,
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K, ot o;m et o;n ne le sont pas non plus; ® nlest pas 2-transitif.
B) v(e) = vo(K/k) > 0 pour tout o e G, et, puisque K/k n’est pas

primitif, M(T")(K/fc) a un sous-modale propre M tel que [M], 5= M. Suppo-

- sons que 0:#}3{(,#0)(61)EM. Soit g, un conjugué de ox par rapport
- K. Alors, manifestement, pour une racine 3-idme convenable de I'unité

om — B(”")(Oz)
g

. U|TI.' _— (’ﬂ'ﬂ)
P conjugué par rapport 4 K de -—ﬂ;ﬂbu——e o (0y).

Mais alors il existe un i tel que =

]
cest-4-
enmx)? !

nPY
i () ° (o)

dire ﬁ;(:ro (03) = ¢ BBy (op) &[M];; =M. Done, si 8, (o) n’est pas
dans M, o,r n’est pas conjugué de o;m par rapport & K ;@ n'est pas

- 2-transitit.

Supposons que K|k soit primitif et complétement ramifié. Alors,

~ ou bién (Klk)=h est premier autre p, ou bien (K:%) est une puis-
- sance de p. Dans le premier cas, soit oeG'xp. k(r, ox) contient

%, donc contient toutes les racines h®mes de I'unité, et, de plus,

'?c{-u, on) > li(w) =K. Done’ k(w, o) == K* et & n’est pas S-transitif. Dans
le deuxiéme cas, supposons d’abord que (K:%) > p. Alors on peut

,G(Wu)(d )
{rouver oy, g, € G’k tels que ———' ne soit pas dans 2, . J(m,0,m,0,m)
N (o)
Bo (o)
eontient :’:: o : et oy — m. Il existe o tel que ngﬂ)(us) — ng")(o,) -}
T —

S5 ngn)(cz), et o3 est distinct des 0, , 0, , 1x. 30—~ 2T T _ 4 g

gt — T om — T
0) =>(1) :
(mod P*). D’autre part, puisque Giu=Vix / Vi, tous les autres

2] (0 €Gie) sont incongras & 0 (modfP*). Done
gni—mT om—T

—1 n’a d’autres conjugués par rapport & K lui-
GT—T om —=n

- méme et il en est de méme pour oym. Done ‘&5 nest pas 4-transitif.

oy —

k17
1 (mod T*
o — Ot congra ( )

~ 4 un entier rationnel 0(0;); et 0(0)=0(c,) seulement si o,=0,. Donec
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oy — T
gmk - T
ét & n'est pas 3-transitif, Le théoréme est démontré.

n’a d’autres conjugués par rapport & [(w, on) que lui-méme,

ConstQueEnce: Le groupe de Gavois d’un corps P-adique ne peut
étre & la fois imprimitif et 2-transitif.

§ 4 — L'étnde d’un annean non commutatif.

L’ANNEAU Wy, 4 .

Considérons les systémes A = {zxo L S } d’éléments
%0y Ogy sy @y ... du champ de GaLois € tels que a; = 0 pour tout
n > m(A), ot m(1) est un entier dépendant dec A @, s’appelera la
nieme composante de A et sera désignée encore par Aj.

Définissons dans I'ensemble de tous les A de cette forme les opé-
rations d’addition et de multiplication (non commutative en général) par

(l"" p—)n =An+ Ha

(ll-l)n e 2 )-91;“3‘::‘1“

My rg=n
On vérifie facilement que 1'ensemble de tous les

l={1"}n=0, Lo o «3,00; A, =0, 81 > m))
ainsi organisé est un anneau. Cet anneau sera désigné W, ,. Un élé-
ment de We,» de forme {z, 0, 0,...} sera identifié avec I'élément a
de @, done désigné par «. 1’6l6ment {0, 1,0, 0,....} sera désigné par z, -
On voit donc que

(on pose zp=1..

Mettons de coté V'élément 0 de Q. ». Pour tout autre élément A de
We, o il existe un v(A) tel que X,y 0 et A= 0 si n>vQ). Ce vQ)
s'appelera le degré de A. L'ensemble des éléments de W, » autres que 0
sera désigné par W, .

Théoréme L Si A, W, ;5 v(Ap) == v(A) 4 v(p).

v(\) »(A) _
DEMONSTRATION : At :2 A2, 2 fony 2=
ny=0 =(
" ay()\) y()\)‘f’u(.u\—l.
= Ay e 2T ST )z
n=0

Or, si 2,3y +0 et
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m”

y+ 0, aussi By +0 et Ay wry ()#O(parca

w
que Qp est corps). Dot le théoréme,

bONsEQUENCE Dans W/ , il n'y a pas de diviseur de 0. Si
A, p e W et Xp=2p" (WX = p'"d) on a p'=p'".

DemonstraTION : Si A, ppe W/, il existe v(X) et v(p) et{lp"amhm}* 0,
donc Ap 0. Si Ap'=Ap” (resp. p'A =p”d), on a A(p'—p”)==10
d’ott, si A0, p'—p"=0. CigeEsd

-« o

Consiiguence : Les seules unités et unités de W, , sont les 6l6-

ments de Q.

-« .

DimonsTRATION ¢ Soit € une unité dé Wy, , . Il existe, par définition,

e'e Wy, » tel que e'e=1. Mais aucun des ¢, &’ n’est nul, car autrement e’e=0.
Done v(e") +-v(e)=v(1)=0, et v(e) =0, c’est-a-dire e cQ; . Comme 5 est un

corps, la reciproque est aussi vraie.
—

DiiMonsTRATION analogue pour les unités.

Centre de Wq,u . Pour qu’un élément A de W, , appartienne a
son centre, il faut et il suffit qu'il soit permutable avec z. et avec les
¢léments de Qp . Soit aeQp. On a r sy

(ad), = .k, (Ax)n = Xya?™" ;

~ pour que

ak = A
il faut et il suffit que pour tout aeQ, et pour tout = on ait
An (@2 —a) = 0, c‘est-&-dire que soit A, =0, soit an==0 (mod b);

done, si Ay 0 n=0 mod Cest-a-dire si v[l)-— b v{l),
&

(a,b))"
/() i
l — 2 1 (a' b)
=0 (g, b}

On a d'autre part (zah)n = A5 -, (AZa)x = Ax, done, pour que
Zal = Z.z“

il faut et il suffit que pour chaque = on ait AL DAk ' ¢’est-a-dire
An€ Qa. Comme An€Qp, gn doit avoir An € Qan Qs =Qu, ).
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On a
b ki, g B
zga, b) s av{"f b) zga, b) — 4™, b) zf:;, D)

ot m(a, b) est le p. p. ¢. m de a, b. 4
Si I'on associe & A appartenant au centre de Wy, 1’6lément A

de Wi, b), m(a, b) tel que T A b . on voit que le centre de Wy, »
(a, B)
est isomorphe & Wy,(4 3 (a, b)- Nous considérerons ces deux anneaux

comme identiques, en identifiant X avec A (il suffit pour cela d'identi-
b

fier 2% avee Zn(a, b))

Won(a, b), (a,b) €St son propre centre car [(a, b), m(a, b)] = (a, b),
m[(a’ b)-: m(a, b)] =mfa, b). ;

Done Wiy, 1), (a, b) 05t isomorphe & l’anneau de polynomes dans
Qa,5) ot los éléments de Won(a, b) (a,5) S décomposent, et d'une seule

maniére, & facteurs éléments de Q(a,p) Dbrés, en produits d’éléments
indécomposables.

DivisiBiuiTe pans W, 5.

Théoréme 1I. Si A, B == 0 ¢ W,,, il existe A, X', C, C'e We,n tels
que 1. A=12B 4+ C =By 4C/,
2. 8i G0 (resp. C' = 0), w(C) < v(B) [resp. W(C)) < v(B)].

DiisonsTraTION :  Si v(A) <w(B) (ou A =0) il suffit de poser
A=1"=0, C=C'=A. Supposons que le théoréme soit exact quand v(A)<m,
ou m > v(B). Montrons qu'il est vrai encore quand v(A) = m. Soient z,

) 5 L. j =
éléments de @, et y = azi) ") g —HUE) oy e m=ie) iy g
dégrés de A —yB et de A — By’ ne dépassent pas m et on a

; ,a[m — ()] -
(A i yB)m =A,— xB:{aB[’ A
( BBy = Ai == m'Pa’(n]B ( = (A p—av(B)__ +'B P[—)av(a)'j;av(n)
m — L (B o B
B,z), donc aussi B:’(]:]“"fn) et B?’f{[];’;*"f“)] sont non nuls, Il existe

@, '€ Qy tels que A,n— mB;’:l[)m*”(n)] =q-— m’B*’V{_B;I ) guigth dgil

A'=A—yB et A” =A —By sont de degré < m. Il existe, par suite,
1 1',C,C'e Wq, 5 tels que v(C) < v(B) [resp. w(C') < v(B)] ou C=0 (C'=0)
et que A’ = pB+-C, A= Bp'4-C’, Sil'on pose X =y + p, A" = y'=p’ on
voit que le théoréme est vrai pour v(A)= m, ce quile démontre com-
plétement.
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Dermition 1: G, €' s'appellent les moindres restes de A resp,
“« >
mod B, mod B.

-
ReMARQUE: Il n’y a qu'un seul moindre reste de A (mod B)

-+
[resp. (mod B)|. En effet, si par exemple A — AB +C=pB+D, C+D
6t () < v(B) (ou C=0), on a D = (A — ) B + C, dou v(D)>v(B).

Théoréme 1II. Tout idéal wunilatéral ou bilatére de W, est

- principal.

-+
DiimonstraTION : Démontrons d’abord le théorsme pour les idéaux,

- -
- la démonstration pour les idéaux sera analogue, Soient A un idéal de

Wa,» 6t A—un élément non nul de A de moindre degré possible,

. < -
[1L en existe, si A # (0)]. Le moindre reste v de tout autre A'e A (mod A)
est encore dans A. Done, puisque v(y) < v() ou y =0, on doit avoir

= -
- 1=0, c'est-a-dire tous les éléments de A sont multiples de A et A=(a).

Il reste & démontrer le théoréme pour les idéaux bilatéres. Soit A un

« >
tel idéal. Alors il existe A, NeWa, s tels que A — (A) = (1"). Comme,

<« - > >
sl ecQy, ona(ed) =(}) et(Ae) = (), on peut supposer A0=,n)=1.

~ MeA, done A = pA et Y(A') = ¥(X). De méme A €A, done A =Ap et
- VRS>0, Dot vd) = V(A), v(1) = v(x") — v(A) = 0, done pef, ot

1 oo >
b comme 1 =2\, =ply=p onal=2 ot A = (A) = ().

C. q f. d.

- >
~ Théoréme 1V. Si (A) = (A), A est associé du produit d'um élément
du centre de Wa, v par une puissance de z, et reciproquement.

DimonsTRATION @ Faisons correspondre a chaque A un A* défini par

= ar " n=0,1,... » %) On voit que AZa = zaA*. Nous posong

~ de plus, A =*(1*):

« >
Soit (A) = (&) et M= =,. ,~ Army =0, Ar=0. On a A — pz
Ol i = Anir ot poF 0. Si p/={[((*)"),... I, on & A=pzr=zry’,
(r fois)

SieeQy,on aed=2Ap ou V(1) =v(ed) — v(A) = 0, c’est-d-dire

g / 4 -« > > > ;
- peQs, Done(ed) = () = (A) =(Ap)=(ed) et on peut supposer (le,(,\) =1,
- Nous posons done Loy=1
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: On doit avoir Zeh = Ay o yaWes;o0n a vy)=vzdd)—¥A) = 1
c'est-a-dire y=pzZa+7t, p,t € Q. On a (2ad)r=0 et [l(pza-i-r)}rv:).i-ri’ ]
@ avrin)

done t=0. D'autre part (zek),,) = 1*"=1 et (Apza),y=A,y 0° = =
=Ppa3-'(1\], a
[ == Zalt OF P = : :

Cela posé, soit @ un élément quelconque de Wq, 5. On doit avoir
a) = Az', c’est-a-dire en particulier, si = *{*{..(.(‘("‘(*u)))...]} on a

ot p=1 c’est-a-dire zaA=Az, ou zapz}, = pzit' = pz.. 27 done

L

r fois)
B\ = B, clest-d-dire Bzp = zipB'. Mais Bzl = z%a, d’ot ap = ps,

< > . > <
c’est-a-dire ()=(p); de la méme maniére on voit que (1) = (1)

<. |
c’est-d-dire () ==(p). On a p,¢y=1 et po+0.

{+ est permutable avec 2. . Soit e€ Q. On a ep=pe ou V(&) =
= y(ep) — () = 0, c’est-a-dire e'eQs. Done, puisque (ep)y = e et
(per)o=—¢€/poon a e= e’ et | est permutable avec les éléments de Q.
Donc p appartient au centre de W, .

Si, inversement A = pzy ot peW,,; 4) (,0)» O0 & pour ae We, v,
ah=aprl=paz = pZaatzi! = .= plos=2Ao'oll &'= {[...((="/")*"..]'}%
¥ (v fois)

“~ > > - < e ¢
douc (A)=2(A). De méme (A)2(A), donec (A) = (A). Si ecQs, on a
< -+ > > > B .
el = Xe’ ot e'e @y, done (eX) = (X) = () =(Ae’)= (e)) ot lo théoréme est
démeontré. :

Théoréme V. A, B, ..., L étant éléments de Wa,n, il y a un
«— - < >
et um seul multiple (multiple) commun M(A, B, ..., L) DA, B, ..., L)]
+
de A,B,...,L tel que 1. THA,B,..., L),,[w’}(A’ B,..., =1
N = ) ltipl tipl ) com-
(A, By, y L] (A, B, .. ., L)) = 1], 2. Tout multiple (mulliple) com
oy e
mun de A, B, ..., L est son multiple (multiple).
- e _
DetmonsTraTION ¢ L’ensemble des multiples (multiples) communs de
- o L 3 i :
A, B,. ., L est un idéal (idéal) A Soit A =(A). Si (a)«)y(:\) =1 (e cQp),
*. g
on peut poser M(A, B,...,L)==¢e\ Si A et A’ satisfont aux conditions

-
du théoréme, A — A" est encore un multiple de A, B,...,L. clest-a~
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‘-
dire %—\'eA et, de plus, (A=X),) = 1=1=0. Comme A =()), on
doit avoir A=2", Cgeteas

- >
Derivition 2: M(A, B, . .., L) [resp. (A, ..., L) s’appelle le plus
- >
pelst commum multiple (resp. multiple) de A, B, ..., L.

- -
Théoréme VI. Si A, B, ..., LeW,,, y parmi les diviseurs (diviseurs)
< >
communs de A, B, . ., Lil y a un et un seul D(A, B, ..., L) [D(A, B, ..., L]
>

-
felquel. DA, B,..., Ly 5 1y =1 [DA,B,.. L),[>@,8,.1)) =1
b v - -
2. Tout diviseur (divisewr) commun de A, B . .. y L le divise (divise).
DimonstraTION : Si 181y G ez, es} est I'ensemble de tous les

=
diviseurs (diviseurs) communs de A, B, ... y L, 11 suffit de poser

< s > “«
D(A,B,..., L) = Ve, 225 .0, &), D(A,B,... L) = M(ey, &3 ..., 8).
DerFmviTion 8 : 5—(}&, B, ..., L) [resp. %(A, B,. .., L)] s’appelle le
plus grand commun d‘i::zgeur (vesp. di\;_i:saur) de-A, B .., L
DEFiNITION 43 Sf S(A, B) = 1 [resp. %(A, B)=1], A, B sont dits
< -

premiers (vesp. premiers) emire euz.
Soient N, S deux éléments de W, » . Soient r=y(R), s=v(S). Désig-

< > > <
nons parm, m', d, d’ les degrés resp. de (N S), MR,S), DR,S), DK,S
Théoréme VI y+s=m+d = m+d,
Dimonstration : Il suffit de démontrer ce théoréme dans I’hypo-
thése d =0 (resp. d'— 0), parceque si par exemple = N, 5(91, ),

> > <« o >
C=C.0R,S), on a DN, S) =1 et MR, ©) =M(R,S). D N,S);
d’oll, sile théoréme est exact pour d = 0, on a m — d+((r —d) +(s—d)] =
=7+s—d, et le théoréme est vrai dans le cas général,

. g—1
Ceci posé, soit D(R, S)=1. Soit me zq le moindre reste de
=0
i “—
Zalt (mod &). On peut trouver Aoy, Atye..,A€Qe, non tous nuls,
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&

tels que le systéme 2 ayhi=0(g=0,1,..., s—1) soit satis* :
9=0

o xS

que de ces éléments est premier (resp. premier) aw p. p. c m (m)

s = tous les autres. 2. S'il existe un élément pre A de W,

faite. Mais alors, si A 22 AZs, on a AR =0 (mod &), c’est-a-dire ; « 1y e o By :-gm
= (divise) le p. p. e. m (m.) de tous ces éléments sans diviser (diviser)

< >
de p. p.c. m. (m.) de tous ces élémenis sauf un, tovs los A A8
A sont de méme degré.

R=0 [mod 9)%6 M. Ainsim < vAR) = v(X) | < 34 Do méme.
m' <r-s, Soit EUI(ER S)=)fe= lC, soit J:v{l) I'=v’). ‘31 m<r+: '
on a Z<S,I<r GOnSLderons wm X). On'a MA,E) = 0 [mod M, Nl
Smentﬂn(.‘ﬂ G)—-.I”! A, M)A et B,M k)—hp":\'c Onaiﬂ—pl S= C.&'

DimonsTRATION : Posons ‘.132.=JJ£\1\* b ()Y EU:;-—ED}(;\’,JL",,_,A(‘—'),

),...,A(‘?)) Soit V(D)= On'voit que v. M) )&= Utk ikl

| R S AT SN +ly=vM) — L. Si A pest
d’otr ﬁlﬁ) R, ©)=1,c.a.dv (3)=0 et A=1. Done E‘IJE()L \)= JJ}lﬂi S et r&;r;ier a P, on a ﬂ}}=§5}_k’,.\", W NESE S A0 2@y —
son degré est r-Il= s> I+, Dautre part, si A= ab_l, Ay ‘ bk, AD) = o, parceque 5(1(", )+ 1, donc est as;;cié da AW
it t V=0 (r;;d Ay clest-a-dire li= 0, ce qui est absurde. Si AT!IR

- < > <« -+
- diviser 2%, ona M\, D) | VO, DVE) = M et M (A )] =
-+

-
N=9N\ N, on a qua pR =€ est encore un multiple commun

non nulde R, &, done ﬂ) A M) =1. Le degré de E]Jh.\ A’) devrait don@
atre <I4-1' et on a une contradiction. Donc m <r s est impossible,

=
ot m =7+, C q.f. d. S VL) v(0) = vl + v(V). Soit que DR, i)+ - W, Dy, AWy,

: . - >
Dermvirion 5: Un élément A de Wa, s non contenu dans Qv s'ap- s, co cas A0 ne divise pas 9;;@ ), done DA, E’I O, D)) = 1
b o — 1 -
pelle premier g'il n’a d'autres diviseurs que ses associés et les élé-

ments de Q.

-
3 . ¥ . [} O} . __ 5 <
Remarque: Si A est premier, il n'a d'autres diviseurs que ses. = YD) — & -+ v(\), d’ont li=v(\). Appliquant ‘cela & chaque i on

7 h=l— . .=, =y(). C. q. f. d:

“* o

associés et les éléments de . En effet, soit A == 0(mod A'), oti A" n'est pas

-+ :

dans Q; et n'est pas associé de A. Alors 0 < v(') < v(X) et A = A"A’% Constquence: A, A, , ., M@ Gtant les éléments premiers de W,
_ a4 15

mais il s'ensuit que A" est dmsaur de A et v(A) > v(A") > 0, c'est-ix méme degré I, tout diviseur (diviseur) premier de

dire A n'est pas premier. s

- >
RemarQue: Si A’ est premier et A" est quelconque, i}(r, A"y RN s X i A(9)) MV, A, A9
F I

[DA, A")] est ou bien =1, ou bien associé (associé) de A’, __
- DEMonstration : On peut extraire un sous-ensemble At At ALY

; ; ; ok 5
Se<: - <h=g) de (MA",..., @} tel que A divise le p. p. ¢, m
B ) > - . ﬁ+ +
us ces éléments sans diviser aucun des p. p. ¢. m de tous ces
8 sauf un. Dés lors, en appliquant le théoréme VIII, on voit que

Coq. f. d.

Théoréme VIIL Soit A, M',..., A® un ensemble d'élémenty
- N
premiers de Wa,» tels que pour tout i, 1<i<<gq, AV est premier

gk oy o :
(premier) & WYX, N, ... AD) [TV, N, ooy MY Alors 1. Uno guels
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Rapports de divistbilité entre les éléments de W, et les éléments : £ i LTE Ry .
de son centre; "L—\. Done X est p. p. ¢. m. d’éléments premiers de W, ; tous de
méme degré; done, d'aprés la conséquence du théoréme VIII, tout autre
> “— 44
.ﬁﬂjviseur (done aussi diviseur) premier de A dans W, , a le méme

degreé. . G a .f. d.

Nous dirons ,,6lément premier du centre (de W,,s)* pour désig-
ner un élément du centre de W, qui ne se décompose pas en éléments
du cenire de Wo,, qui ne soient pas ses associés ou unités.

Nous dirons ,élément du centre (de W) premier dans W,
pour désigner un élément du centre de W, premier en tant que élé-
ment de W5 : :

St 2th =Mz, A" sera encore désigné par 2iA2=% Ona évidemment,
2i(zhg i)z 0 gtz (ki) 5 i @ eQy, on a 2faz—!= o™ La trans-
formation A — 2i\z~% est un automorphisme de Wi, . Il en est de
méme de la transformation X > alz—1, @ eQ’, . On a dailleurs

2t (eho 1)zt = ™ zi\z=i, a-r",

Pour que A soit dans le centre de W,,, il faut et il suffit que

ZAz=1 = A et ala™! = X pour tout acQ’,. Ceci posé on a

Soit e;, Alors le degré commun des tous

(a,8) " (ayb)
les divisours promiers de A dans W, ; sera désigné par me,, (A).

| [’hypothése suivante, dont je ne posséde pas encore de démon-
 stration, me semble exacte : pour ey, ¢z [(ea, e)=1] donnés,_mc,'ﬂ()\) ne
dépend que de my,y (N),  Cest-a-dire si miy (V') = my,i(A'), aussi
” 3lﬁﬁh(x,) e mﬂloﬂ:(‘x Ir)°

Théoréme XI. A étant un élément premier de W,y il existe un

sbun seul (i association prés) élément premier X dw centre de Wy dont A est

Théoréme 1X. Si X est un dlement du centre de W, , et si he Wa,p 1
diviseur. -

< =5 g
est diviseur de A, il est aussi diviseur de A 25 Bl
; DemonstraTiON : L'ensemble d’éléments du centre, divisibles par A

n idéal, soit (X). Supposons que A nlest pas premier, c’est-a-dire
=N X (N, N'e Wyapy, (a0 avec v(A)==0, v(A") == 0. Il en résulte que

s

DEMONSTRATION ¢ Soit A=A\. Ona AAN =AA =X, done MA=X of

+_ bs
AA, G q..f.43
Théoréme X. Si Nost un élément premier du centre de W, 5, tous les :

diviseurs premiers de A dans W,y ont le méme degré.
+ — i
DeimonsTrATION : Soit A un diviseur premier de A dans Wen.

b b — . —
) =1, dot M\, 1) a le degré v(N)+v(A""); et, comme A" A==\~

- 2 e &l
‘est multiple de A et de A", on a, si l'on suppose A,y = A)=
e . s P et
f'li;f;v-.:i'?),_-.x-p{?.) =1, ce qu!0n peut faire, que ED}()L, M) == Anr,  D'ou
- <

Puisque @.2i 2 a1 = gho—1=\ pour tout aeQ'y, a.zidz=ica—! esten- 14} L0 2l LU SR T %
A=, )= MO, )= MY, ANy = TEAX7, AX) =D, 1), A", On

-
core un diviseur premier de A. Done, si 2"A\z—"= A, et si A
t de méme que MV, h):ﬂ(’, d’ou A=AMA"= AN et A=1, ce qui

=
L=Ma.zirz-ta! s o o
¢ Jue 0, =0, 1, est absurde. Donc A est premier. C. g f. 4,

weypti—1,
on a A =0(mod L). D’autre part

sz—1=§)_;[z,(u§zihz—d A=1)z-1) Théoreme XII, Si ' et \" sont deux dléments premiers  du
' ' mire de W,y et M, )" dewx diviszurs premiers dans Wy de M, A"

o il existent -’Lml—)t" et MUY tels que NIN by 1,

GE‘QJD, 3'=0. 1-, ey n—1

-

@ £y — y
= D" 2Nz~ g —2) 0%, i=0i'15.
et comme 2"Az-"=A\ et {a?“}aegphzﬁ'n, on a zLz7!=L. De m&me,’
sifeQ', on a Baz! \z~la ), B = a2t \e—H(B) " et {Pa}, e 0 =B =00

d’ou BLA=T=L. Donc L est un élément de centre et comme v(L) =+ 0, ona

DimonsTRATION: Si A/, A’/ sont associés on peut poser A'/!’=)'
All=)"", Supposons done, que A/, \'’ ne soient pas associés. Suppo-

> il H P
s que D(AA', M)=1. Alors, comme dans le théoréme précédent.
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< S = TERE TR e Ty “+ i
9]},(&")\”‘ )\.")':)L"A.”)L" et :\”A'=§DE(&"A“‘, )\",)L“/\'J)=.§.UE('\J4\.“4’L’, )1.”1\") —
<

— — — + —
=WAA, AN eest-a-dire N/= PN done A'AY ot aussi A est

= > i
diviseur de A’/ ce qui est impossible, Done DN A 1. Posons
FS

e ;o “
A= N et AN ) tti\ 0y a1 divise A", Sl a un diviseur

commun p de degré > 0 avec M, il & anssi, d’aprés ce qui précede,
=i

un diviseur commun p’ de degré >0 avec X/ ce qui est impossible,

= — s
Done tout diviseur premier de A’ doit diviser A''; de plus v(A/'!')> 0),
¢ar autrement A'A’* et aussi A* diviserait X Donc, si A’/ et A/ ne

sonf pas premiers me,,e,(X')+m,,,_,e,(X“)=v(f\”“)-.”*) >m,,1,6,(z\_“)+m.,,e,(-\_“).
ce qui est absurde, Le théorsme est démontré,

Théoréme XIIT S5 wn dlément X du centrs do Wy est premier
. hir 8- e o R
avee un e Wy et siN'e W, 5, DL, AA)=D(X 1) ef DA, A)=D A, X)),

DimonstRaTION: On montre de la méme maniére que dans le

théoréme précédent’ que A divise un élément 1 du centre de Wab

- 4-_. - - 2 =y | iy
premier avec A. On a que DA, A'A) divise D), On a (L, M) =
R e ko g T i | g A, ol > sl
=X, g, M) = DME[MX, 1), A'p). Or MA, ) =2p, dou A, \p)=

g = o e - i 2, s A
= Ay Ap) = PHA,N) . Done si d*,d désignent les degrés de D ALAT)
Ty

et de D(X, ') resp. ona YO [V) V()] <= @* = [y(R)+ vN) — d]+ ()

< _ Lo ol - gt s
c'est-a-lire d*=d ; puisque DA, M) I DANA) | DX, V'), on a DX, )=
-~

+ - -_ — .
=D\ Vp) = DX, 1'A) Démonstration analogue pour l'autre égalité.

Crq .

" héoréme XIV. 8 a0, ., . o AD sont tous diviseurs d'un & du
centre de. Wop . NA”, XD dinise N2

DimonsTRATION :  Soit A’ W= =
z.!.r'?\”('?"'l)_ : !J-”[J.‘A.,)L”. e )L(Q"_i),\(‘” —_— '_‘(q‘ll_trq—l)."pkau".k[q —l_))L(q} —_
= uiglgle THE i Pt 0r l)f(q}.x= ...... =p.‘9)_j.1('?* N AG=D\@ 52 = 8

SRTL AN U A BTL Gl BN OB o8 R Y, W C. q. £ d,

- s'appelle une décomposition de A. La suite v()),

AlED Xy existe pd) | X(r) o
N PN D F’f)!l(i-!—l) (th. XII). A= AA2, L A G— I)P-(i)p,('.'i' 1)5,6+2) @

- position précédente. Il est évident que les s
~ mémes dans ces deux décompositions (& l'ordre prés).

- MOn premier avee X, il existe bour toute décomposition de % une décome
- position équivalente mormale i %= 7.

iy ‘-—)L(Q)]J.(q) - X. Alﬂrs y
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Les décompositions normales et Vinvariance de la  suife d'indices
d'un élément de Weg s

A étant un élément de Weap A=X070 A6, o0 0, X7, s Asont premiers,

| ° un V(A), vy v(A) s’appelle la
suite d'indices de cette décomposition, La décomposition A = AA”, | At

- S'appelle normale s'i] Y a ¢ éléments premiers X’,X",... , A@, dont au-

eum couple 2;, A (1) n'est pas d’associés, et une suite d’entiers

Rl < <i, <. o ig <stels que X', 1", ... Al—1) soient tous

diviseurs de 2, (), A{"ﬂ'l")....,l“s“} ceux de A”,..,AC), 2("4‘*“”,...,_1(“)
ceux de A9,

Soit: A=A"A"...A®) yne décomposition de 1; soit que A®) 3 ¢
1) 5 ) premiers, tels que

83t encore une ‘décomposition de X. Elle s'appelle voisine de la décom-
uites d’indices sont les

Deux décompositions A°A”, ., A(®) gt 77p,.+(6) de A sont dites
équivalentes s'il existe une suite de décompositions de 2, P p®

) LB E® telles que. w1 1 soit voisine de AX..A0),
Wy V) goit voisine de p’p’... p.(“), Fioid

» ©%: 5@ s0it voisine de
§E"... £%), Les décompositions équivalentes ont la méme suite d’indi-
p

- ces a lordre prés; de plus, A étant un élément premier quelconque
~du centre de Wa,b » dans ces deux décompositions il y a le méme nom-~
- bre de % diviseurs de X ;

Théoréme XV. X dlant un élément premier du cemire de Wab

Dians  deux décompositions quelconques de X les suites d'indices

sont les mémes & Vordre prés et il Yy a le méme nombre de NV Gipie
Stewrs de X 8i X=N% N et i 0D divise un: clément premier K du
- centre de W, ;, X nlest pas premier avee X,

DitmonsTraTioN: Si X n'est divisible par aucun des A et gi
A=AN".. A, on trouve par application repetée du théoréme XIII que

X est premier a4 X, None, si cela n'a pas liew, il y a des A®), soient
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A6 G, L A 1 <y <L - - < <3, qui divisent . Sidp >,
ilya p&=1{% et p) premiers tels que Ai—1)3060) — 6= 1)y
Done XA, . AG—2) pli—=1) (@) 36+ | 2@ est une décomposition
équivalente & la précédente, o @ =4 — 1y V2= 100.e,y g =1g.
On continue ce procédé jusqu'a ce que 4y devient 1. On appli_—
que ensuite le méme procédé & i jusqu'a ce que iy devient 2
ensuite & iy etc. On arrive finalement & une décomposition de forme
A=t plD @, @) on e, O divisent A et les au-
tres 1@ no le divisent pas. Soit p=—p@t", ., p@®). En prenant p non
premier & {t, on leur applique le méme procédé. Soit p=y(@+ 1) y(et2),
oolan gt ) oy et et vet) divisent p et les
autres v(¥ ne le divisent pas. Soit y=y@Fr+10 ), On choisit v §
non premier & v, on applique le méme procédé ete., et finalement on =
arrive & la décomposition normale voulue.

Si A® divise X, on voit par le méme procédé que A ne peut -
pas 6tre premier a A, Par application répétée du théoreme XIIT on =
voit que si j = ¢, DV, ) =X\ 0@, Soient X =1 xE)=p’ p”... p(”s}"'_-
deux décompositions quelconques de A. Soit % un élément du centre A
de W, p non premier & X ; soit AA? . ADA@ED,  AGD ot MM
. M@p@ D), MG les décompositions normales olt X=X qui leur
sont équivalentes et ou A7, A”,.. ., A@), M, M7, .. ,M@) divisent A et
ot los autres A®, M(®) ne le divisent pas. Alors, si 1Z=q, | = ¢,

D ) =A7A". A@ =M. M) ¢, 2. d. gy M 0, (1)==02 Mg, 0, (V) ; doNC
n=g¢:. Sl y a ¢y do X et ¢, do pU) qui divisent x on a ¢'y= g2y
¢2=qs, donc ¢y =¢’s. En appliquant le méme procédé a tous les ip
non premiers avec X, et, en se rappellant que tous les diviseurs premiers
de % ont le méme degté m, o (%), on voit l'exactitude du théoréme.
Cicq.. L di

Théoréme XVI. Deux décompositions quelconques d'un Ae Wap

sont équivalentes.

DitMONSTRATION ¢ Soient A=AA"...A® et A=p/p""... p%) deux décom=
positions de . On a vu que s;=s;. Désignons ce nombre par s(d).
Supposons le théoréme démontré pour tous les Ay telsque s{Ag) < s(A)

“ - > <« .
On a A" [Ax'et p' A Done M(A,, p)IA. A%, pn' étant premiers, ils sontoun
> - )
bien associés, ou bien premiers entre eux. Dans le premier cas, soif

~ par une infinité de X, I est fae
fait correspondre U'opérateur de M() qu'il désigne,

k: -EQmomorphie de W sur un certain ensemble d’opérateurs de M%),
3 Jans cette homomorphie & 2z, correspond Vopérateur 3, et 4 a e, —
g Topération de multiplication par a.

 Mathemation X/1I
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p'=X Alors la décomposition L', ep!”, AR pl®] est voisine de
R pg(_\)‘ et, puisque e, pmmp[s(}\}]=lnlm l[s{h}] : .

L) 3

Il 11 i
€quivalente a A'A".., AN £5% Shen Y

% i et le théoréme est prouvé dans ce cas. Sj
L@, p')=1, on a M,

[ T8, 1 D) 5 A
;=v'\,|-'! v{s{k)—2l P)q—lg i " l:'"'s'm(l’p)'c‘ 9

une décomposition de . AEyy'.., yls() —2|

B e % . v ¥ et

p:?v Vi, ' I sont deux décompositions voisines de A, D’autre part

puisque Ev v”...vls{*)"z}ml"l’”...l["’(")], Byl —2) g “

lente avec A'A"... A[EOV] ot pou 3 Nt
» €4 pour une cause analogue, p/yy/y"’ , y[# () — 2

est équivalente avec pp. p,[m}]_

prouve. La théoréme est complétement

§ 5 Premiére forme de la condition de primitivite

Revenons & la notation de 1'étude du casc dansle § 8. SoientA, B
b 3 ] 9

deux opérateurs de M(™), A4B et AB désignent les opérateurs de ce:

- module tels que pour tout « e M(%o)

(A4-B)a= Aq -+ Ba
(AB)a = A(Bx).

n

Désigno = ot
gnons par A 2%21‘:« , Ou @y, &apeuyBp € ﬂw l’Opérateur tel
~ que pour tout a«e N(™)
1
o= 2 aqzﬂF#.
7=0

Les A sont éléments de W,y et un méme opérateur est désigné
ile de vérifier que si a chaque X\ on

on établit une

v

Soit R Pensemble de tous les keW” qui - représentent I'opé~

- rateur 0 (c’est-a-dire tel que -
pour tout « < M(To) L
- cas, si I' est I on ait 0z=0). Dans ce

anneau de tous les opérateurs représentés par les

-;eW,.ﬁ,,, on a I‘:_—*W,,M&i et N est un idéal bilatére de Wy On
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adonc, d'aprésle § 4, R=(R). Puisque (3?"1{»;1{ —l)m=aPE‘fK':K BILL RS S
pour tout aceM(“"], on voit que z,{“"“ —1=0 (modR), c’est-a~dire
R est premier & Z,. Il en résulte, d’aprésle théoreme IV du § 4, que si
I'on prend R‘,(R)==l, R est dans le centre de Wy, .

-
Soit « eM(n”). Les > € Wy, tels que Xa =0 forment un idéal,

(o)

-
soit (Ra). Soit 7o lo degré de Ra. 2,=3 estun automorphisme de M
et aussi la multiplication parun 8+ 0 eﬂ’\b lest. Or z.Razp (Bp2)=2,Rat=
=2,0=0 et 2;'Repa2pa=2; Ry (27 (202)] =2; Repa(2e%) =
el 1 200

“ <l < « i
cost-a-dirs (Rzpa) =(2:Rezg ). Do méme (Rga)=(BR.E7"). 1l s'ensuit que

e
%(B“)aem(?‘ﬂ) est permutable avec z, et les ﬁenw, c’est-a-dire est

élément du centre de Wy, . D’ot
5 .
R == m(Ra)ue M(“D) u

Théordme 1. 8i K/k=(K/k)/(K/k)y, pour que K/l soit primitif
4l faut et il suffit qu'il y ait dans M(“ﬂ)(K/k) un @0 tel que Ra soit
premier et que (K: k) = p¥"«. Sicela a liew pour un des aF0e MKk,
cela a liew pour tous les &+ 0e MT(K/k).

DimonsTRATION : Soit a:hOeM(“")- Si R. n'est pas premier, par
exemple si Ra=X\'X", N'ae M(®0) ot Ry»,= M . @ étant quelconque, I'en-
semble de tous les Ax, Ae Wy, est évidemment un Wy~ module.
Comme &, 2%, «» .y zfe ' sont linéairement indépendants par rapporg

4 2, etcomme tout » est cp;;ru suivant R. & un élément de degré <ra,
on voit que cette module a juste p"™® éléments. Done, puisque
0 < vy(h) < v(Ra) on voit que WF’\{,()\”&) a P“"”{ﬂ <p"""‘ éléments et a
plus d'un élément, et que M{™) & au moins p"w“ éléments, c'est-a-dire
a un sous-W, -module autre que lui-méme et {0}. Si Ra est premier

mais (K : k) > e, M(™) a encore un sous-Wy ,-module autre que
lui-méme et {0}. Donc, si la condition indiquée n’est pas satisfaite,
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mour tous les a %0 e M®o), Kk ost imprimitif. Supposons, d’autre part,

“quelle est satisfaite pour un @ 4 (e M), Alors tous les e M(™0)

ont la forme iz, he WF'!,,. Soit M un sous-WF’w-moduIe de M(®o)

autre que {0}. Soit kx %0 un élément do M. A est pre—rzliar a Ra. Pour

cque X(he)=0 il f . =
q LAG) 0 il faut que Ah=(0 (mod. R,) clest-a-dire XA =0

[mﬂd %fRa s I-U] ; mais V(Ra s k) == V(Ba) +V(}L):r¢+y(}\), done V(X’)gru;

‘on en déduit 7y, =rq et M contient au moins p*’* éléments, ¢'est-a-

‘dire M =M(%0) o K/k est primitif.

Soit C, q. f, d.

gy = —-—-—F 32 ——: _—_’.IJ .
| (F,¢) (F, ¢)
‘On peut donner a la condition de

. rimitivi :
-suivante : primitivité la forme symétrique

- .Th'éol'é me Il Powr que K/l=(K/k),/ (K/k)o soit primitif il faut
“et il suffit que R soit premier dans W”*EF.\&):(F,\&) et que (K:k) =p*™, (R).

DimonstraTION : S'il ¥ a o+ e M) o] que Ry est premier et que

: ‘tout o < M(™0) a la forme Xa, XEWF_W or a, étant donné que si

Rey = 0 et Ry = 0, aussi R(ay + ap) = R+ Rap = 0, que

-~
R=M(B.2.R.2T6™"
(B2} Ra2y'8 ),3@9;; 120,19, frsp—t

‘.: “c'est-a-dire R est un élément premier du centre de Wy,, . Par con-
- séquent ro =m,  (R) et (K:[) = p‘l”“-—-p’msz,‘-s(“). Supposons inverse-
' .gfelntqueBest premier dans Win(a,b), (a,5) @t que (K: k) = """ &), R, est
~-diviseur de R et Ya = Mg, e,(R); mais aucun diviseur propre de R ne
1:@_@_11!‘. p_a? 6tre de degré <me, ¢ {R). Donc ra=mg, e,(R). Si Re=\’ X", ol
: ‘Q-.<.y(?l )<< v(Ra), on a v(X')*O < mg,,e,(R). Done R. est premier et

(K:k)= p"pmﬁl ,32(3} g pﬁ‘r’ra.
C qf d
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§ 6. — Deuxiéme forme de la condition de primitivité

Soit X un corps de caractéristique p, et soit f(2) un polynome-
(en ) dans x dont tous les zéros sont simples. On peut se démander -
Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que I’ensemble M
de tous les zéros de f(#) soit un module ? La réponse a cette ques-
tion est donnée par le

Théoréme I. Les zéros du polynime [(2)= Zx.x® dans X song

simples et leur ensemble M est un module si, et seulement si: 19 quand’
a n'est pas une puissance de p, xe =0, 20. x4 0.

DitmonsTRATION : Supposons que M soit un module ; alors, si ye M,

f(z-+y) a les mémes zéros que f(2). f(#) ayant tous ses zéros simples

f(z+y) doit étre multiple de f(#). Or on a identiquement
-1
flatp=fa+o)+ D) qwa,
=
ou m désigne le degré de f(x) et ou les ¢i(y) sont de degré:
=m=1=m—1<m. Or f(z) est multiple de f(x), et, y étant dans

m—1

M, f(y) = 0. Donc Zq; (y)x" doit eétre multiple de f(z) pour tout
ti=1T

yeM. Le degré de cette expression parrapport a 2 étant <m, elle doit

étre, par conséquent, identiquement nulle par rapport & «. Done tout

qi(y) G=1, 2,...,m—1) doit s’annuler pour tout y € M, donc avoir

au moins m zéros distincts. Son degré étant < m, il doit étre identi-

quement nul. Done, identiquement par rapport & & et & g il doit é&tre-

f@+y) = fla)+ [(y).
Cette égalité suffit d’ailleurs pour que M soit un module.
Tia condition écrite équivant & l'ensemble des conditions analo-

gues pour toutes les parties homogénes de f(«). Une partie homogéne-

de f(z) a la forme %a2% Si %« =0, on a bien xa(@+y)* = %.2*+ %ay®,

Si %e=E 0, la condition xa(2+y)“=x%.2"+%.y® équivant & la condition.

(@+y)* = a" 4 y*. Supposons que a=p*a’, avec a" premier i p, et
que % =0. Alors on doit avoir [(z+?"]¥=(a*")"4 @")*. Or
(z4-y)?°= a2y et, si o' >1, (@ +y*)" contient le terme non nul

a' ar"y(-VUr* ot I'égalité écrite ne peut pas avoir liew. D’autre part, si
a’=1, elle a sirement lieu. Donc la condition f(» 4 y)= fla) + fly)-

équivant & la condition 19 de I'énoncé.
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i La condition 19, de I'énoncé étant vérifiée, c’est-a-dire f(z) ayant

T
fla forme Zl:xi" (out Ton posé r=log,m et Ai==xpi), on &

1==0

h

J(@) = 2 Mpta? - l=l=x, Si %;=0, f(2)=0 identiquement et
=0

‘tous les zéros de f(x) sont multiples. Inversement, si % + 0, f(x) n’est

_jamais nul et les zéros de f(z) sont simples. C. q. f. d.

r
ConskQUENCE: z; étant 'opérateur a—»a¥, I'équation f(z)= Zl;xﬂ"—‘ﬂ

1=0

. ipeut encore s’écrire sous la forme

A(z1) (2) = 0
r
~ou l'on posé l(z,)=2 Xiz{. Donc tout module M dans un corps de
1=0
~caractéristique p peut dire défini comme Vensemble d'éléments wx de
“ce corps tels que A(z))(z)=0, ol A(z))=2Xiz}, les ki étant dans ce corps.

Dermirion : On appelera A(z;) le quasi-polynime de module M.

Théoréme II. Si M’ est un sous-module de M, le quasi-polyndme
> -
A(z1) de M’ est diviseur du quasi-polynome A(z) de M. Inversement,

+
81 A'(21) | A(z1), Vensemble M des a tels que A'(z) (@) =0 est un sous-
module de Vensemble M des « telsque A(zy) (@) = 0.

Demonstrarion : Considérons I'ensemble des tous les quasi-poly-
‘momes j1(z4) dans X telsque p(z)) (x) =0 quand @ € M". Les p/z;) forment

‘manifestement un it;gal. Comme au § 4, on démontre que cet idéal est
iprincipal. Done, il existe py(z,) tel que cet id‘:a‘:a.l est (p.;);;.,)); m' étant
le nombre d’éléments de M', on a que le degré p de pu(z) est
= log,m'. Mais X'(z;) () =0 si aeM, donc A'(z,) est mulgple de
1o(21), et comme son degré est log,m’, A(z)) et po(2;) sont ass;;iés et
on peut prendre po(z;) = 2/(z,). D’ou, puisque M’ = M, done A(2;) (2)=0,

s
=i @e M, il résulte A(z) =0 (mod'A(z))) ; ce qui démontre la premiére



120 M. KRASNER

§ 7. — Stractare des Wa-modules et génération
des corps PB-adiques

Au § 6 nous avons établi une cor
les Wo-modules et les élémants de Wi & savoir celle qu’on obtient
en  faisant correspondre & un Was-module M son quasi-polynome
Av(2s) (19). Dans cetts correspondance & toute rélation ou opération se
rapportant aux We,,-modules correspond une rélation ou.une opération
pour les é1é neats correspondants de Wo. Il s'agit d'étudier de plus
prés de quelle maniére cela se produit.

On a tout d’abord

respondance biunivoque entre

>

10, M;.M HI}.M

équivaut a A
>
2 Ay, = DRy, » Myy)

e
0. Awy 4w, = DAy, , Apg,).

Syit que M 2 M, Les classes de M suivant M forment encore un

5 >
We,s-module M/M. D’autre part Az Xy« Done il existe un A'e Wi tel
que Ay =A%, Soit M un Wa,p-module tel qu Az =X, Alors on peut

idzntifier M/M avee M. Si Pon pose M=M XM, on définit ainsiune lo associa-
tive (mais non commutative, en général) de composition des W, i-modules
6t Ay 3¢ ny = Amy A, (ce qui montre, d’ailleurs, que My XM, ne dépend
pas du choix des a, b, mais seulement des M, et M,).

Etadions un peu plus prés le module M= M/M. Soit @e M. Alors
on a lﬁflmx)=lnm = 0; done lﬁ'“ € I\T On a lﬁug o 11\—,{&2 (2 , Gz €M)
si, et seulement si Ail@y — 22)=0, c’est-a-dire ay—ayeM. Ainsi AM a
autant d'éléments que M, donc

=

#lmM.

('?) Nous comprendrons dans ce § la notion de W, ;-module d'une
maniére un peu plus large que précédemment: & savoir on appelera W, ;-
module encore un ensemble M admettant les opérateurs z, et Qp répété un
hombre puissance de p de fois. Ainsi M tel que Am=2{—z, est I'ensemble
£0, L., p—1} r8péts p fois (c'est en effet 'ensemble de tous les zéros du
polyndme P! — x — (zp—z)p),

La classe d'un g suivant 'ensemble M précédent sera {a, a1, e hp = I}
répété p fois,
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Be plus Aga; = Az, si, et seulement si oy et ap sont dans une
-'yméma classe suivant M dans M. Ainsi, I'identification de M/M avee M
_--épaut étre faite en identifiant une classe M=w--M suivant M dans M
cavec AgM, =Agz«. Nous poserons dorenavant

@ +M/M = Aga.

8108 Az = 11 (&~ ). Donte Aya == 11 (& — ) = IL B, Done

geM pEM B =a(mod M)
My/M =o+M/M = 11 8
ge M,

Il est & remarquer que la correspondance @ —» Az (@ e M) est
ar-homomorphie. En effet, d'abord Ag(et-B)=Aza+AzB (x, B eM).

 Ensuite puisque Ay € Woe, on a, quelque soit A eW., y Adj =2AgA.
- Dol A Az =Xy.Az (xeM). Ainsi la correspondance entre les 6lé-

‘ments de M/M (au sens ordinaire) et les éléments de M avec lesquels
‘on les identifie est un Wy s-isomorphisme.

Ce qui précede entraine quelques conséquences importantes :
a) Si M<M, AzM est un Wo,-module (ceci est important pour
§ 10).

b) My, M, étant deux W,,-modules quelconjues, il existe un

'W,-module M; tel que M3=M; <My, c’est-a-dire tel que

mg = M,.
{,ezac (mod M,)}"‘E s ;

¢) Soit M un W, ,-module et soit

8

Am = 2 a2l (@i Qu).

t=0

Appelons module associé de M et désigrions par M* le module
‘tel que

‘s el ook
Ape= E Zyop = E @t 2y .
=0 1==0

La correspondance Ay — Ay: est un anti-isomorphisme de Wos,a

vot (M*)*=M. Soit que

M=MXM
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alors, aussi M*:ﬂ*xﬁ*.
Done SRR
(MMF=M*=({" T "}
g = & (mod M)
(MEMEEEM= TG . Saeys)”.
g =& (mod M*)

On a ainsi une dualité entre M et M/M (pour un M'ﬁ.xe). ;Cet::ew
dualité est d'ailleurs, par Pintermédiaire des M(K/k), en liaison étroite-

avec la dualité dans les corps kummeriens que M Hasse (') a déduite-

o, B
de la loi de réciprocité pour le symbole ( ;

J de HiLBERT.

Supposons que MXM=MXM (cest-a-dire 2w = M) 'Dans
ce cas la dualité précédente peut étre mise sous la forme plus simple

ivante -
sulv = { fis —}EE ¢

£ = % (mcd M)
El-"{ s Z}aeM
p=o(m dM)

(’est d’ailleurs cette forme simple de dualité qui intervient seule:

dans la dunalité de M. Hassk. Il est & remarquer que l'ona MXM=MXM

deés que My est dans le centre de W, (théoréme IX, de § 4).

Un Wgp-module M sera dit simple s'il n’a d’autres Wa,b*SO}JS:
modules que lui-méme et {0}. Deux Wa,-modules M‘,xMz et:.nt 31:11]1.
ples, quelle est la condition auquelle doweni': satlsfaflre My oAby por‘.
qu'ils soient Wy s-isomorphes ? Soit qu'on ait établi un Wa,b—:isogl :
phisme entre M; et M,, et soit qu'a un ey 0eM; correspon : an:
cet isomorphisme un aze M. Manife?,telr}ent ).acz-=0.(l E\Vr.:.[:)? 1e1: zlu,
ot seulement si Aa;=0. En particulier, Ry désignant I’élémen

centre de W, tel que (Rw) soit I'idéal des tous les \ du centre telsque-

ivi 3 nt
AM=0, on & Ry, =Ry, Donc Xy et Ny, divisent le méme 6éléme

premier du centre de Ws,« (= centre ‘d.e We,b)e Wt
Inversement, soit que cette condition est satisfaite. On a

+ s - Ll i
Ry, = M({az) Ay, 25 "'_I}ae gi A= 01 5 1)

+- .
=§DE[{RM‘; Mitze g, » ¢ =10, TR, mt)

(1) Reziprozititsgesetz, p. T0—72,
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ol 2" A2~ "=y, . Done, si Ry =2y, on a

M= > az M,

e Q'
=01, . .,%5-1,

Or,siX e Wy, 0na\. @z, = azi. MacQ’,). Donc Naz)y =azi . \ay,
Par conséquent azi M; est Wa,-isomorphe a M;. M, étant un sous-
Wap-module simple de M, il résulte du théoréme de JoRDAN généra-
lisé que M, est Wa,p-isomorphe & M; . Done

M; est Wap-isomorphe & M, , si, et seulement s; Aw, et Ay, divi-
sent le méme dlément premier du centre de Wy, .

Les résultats déduits montrent qu’une partie du § 4 pourrait étre
démontrée par I'application des résultats connues de la théorie de grou-
pes. Ainsi Théoréme VII exprime la 2me |oj d’isomorphisme pour les
Wo,a-modules, théoreme XVI et une partie du théoréme XV expriment
la loi de Jorpan, théorémes VIII ‘et X en sont des cas particuliers,
théoreme V, VI, IX deviennent manifestes. Toutefois, nous avons pré-
féré la méthode directe basée sur analogie de Wy, & un anneau de
polynémes, parce que cette méthode est beaucoup . plus puissante,
surtout quand il s’agit de rélations entre les Wi p différents (par exem-
ple théoréme XI, XII, XIII, XIV, XV du § 4 et théoréme VI du § 6).

Soit K/k un corps P-adique. Une suite des corps Qg, Q1,n.,Q
telle que

1% k=00 Qsc 00020,y < Qs =K.

20, Tout Q;/0Q;_, (=1, 2,...,5) est primitif
s'appelera ure suite génératrice de K|k.Cette suite s'appellera régulisre, .
si elle passe par Ko. Elle s’appellera normale si elle passe par tous
les Ki, i=—1, 0, Lyeooym.

La suite (Qs:Q,_y), (Qs-4:0s-2), .. +3(Q1: Qo) s’appellera la suite
d'indices de la suite génératrice Qg , Oy ,... , O, ; 8 s’appellera sa longueur. -

Théoréme 1. Toutes los suites génératirces normales de K ont
la méme suite dindices (@ Pordre pres).

DimonsTraTION: Tl suffit de démontrer le théoréme en posant
Klk=(K/k)-;, ou K/k=(K/k)o/ (K/k)-y , ou K/k=(K/E), /(K/k)y. Les
deux premiers cas sont manifestes, parceque alors Jes indices en qués--
tion sont des nombres premiers. Dans le troisiéme cas posons -
Mi =M@ (Q,/0:). Alors MosMys v e =M:={0}, les M; sont tous
des pr-modules, et, pour tout i = (0,1, 2y 00,8 —1, M /Mgy est.
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an Wy -module simple. Done, si Mi/Mipq =M@ et si A= Aym,
MO, AE-D est une décomposition de Ly, et sa suite d’indices coin-
cide avec celle de Qp, Q¢,...,0Qs. Do, en vertu du théoréme XV
~de § 4, il résulte ce théoréme.

Conskquence : Toutes les suites génératrices normales de K/k
ont la méme longueur.

Lemme 1: My et My étant deux Wgs-modules Wap-isomorphes,
i l'on les organisé en hypergroupe par la loi de composition
@ #* B==a-+[Bls,
~ou & est telque b soit la longueur de période de p (mod 8), les deux hyper-
_groupes M® ot M) ainsi obtenu sont isomorphes.

DemonsTRATION : Evident.

LemMe 2: Si M et M< M sont deux Wg-modules
7 A 423
M)y M) ~ (M/M)®),

DimonstramioN: On a axM®w g \[Wamg 4+ MO) £ [B 4 MO)|,; =
= & 4 [Bley + MO & [MD]ays = a + [Bleys + M, {C. q. f. d.

On appellera suite des hypergroupes de la suite génératrice de
Kk Qoy Q1yeve, Qs la suite Goyg,, Goyou s - ooy GQur’Qg-f . On a

Théoréme L. Les suites des hypergroupes des toules les suites
génératrices mormales de Kk sont les mémes & isomorphisme et @
Lordre prés.

DemonstraTion: On n'a encore qu'a faire la démonstraiion que
pour les cas indiqués dans le théoréeme I. Pour le premier et le second
.cas le théoréme est & peu prés evident par suite de l'invariance de
‘la suite d’indices et de ce que Go,o; , ne dépend alors, & isomor-
phisme prés, que du (Q::Q:; ) et du fﬁf Dans le troisiéme cas on a,
en vertu du lemme 2,

5 >
GQ-: FO G'Q.‘n'Q;._xx"Ir GQ,JQ:. it M,(_"Z / Mga) e (MN_DJ(&

.6t on n'a gu'appiiquer le théoréeme de Jorpan (c’'est-i-dire théoréme XV

du § 5) et le lemme 1. Cigod. @
Oa dira qu'une suite génératrice Qo, Qy, ..., Qs est ultra-nor-

‘male si, quand Q¢,/Qs,=(Q4,/Qi, ) /(Qi,/Qi )o et quand Grq,._l,u;gIl _IP_““"GQ;{H;Q'-‘,
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on a ‘tou.]ours GQ;a}Q_.;_s_I:GQfJIQ{.I._| » pour tout 43 tel que i <Tiz=14,.
T-héureme XV du § 4 montre qu’l existent des suites génératrices
u’}t-ra-normaies de K/ quelque soit ce corps; et que, plus généralement
si Q;_q, Q¢q+1 ARG Q;H_,_. désignent tous les corps de la suite géné-,

ratrice comprises entre K, (incla) et Kyiq (exclu), on peut trouver -

une suite génératrice telle que Go. ;
gé 96 BH0i41/Qiy s GQi 4 210i, 411 445 Goy, by i

soit une permutation donnée i l'avance des hypergroupes correspon-
dants d’'une autre suite génératrice normale de K/L (a isomorphisme -
prés).

' Lefs théorémes I et II restent encore vrais pour toutes les suites -
.genératrlces régulieres de IK/k. On démontre ce résultat en se servant
du théoréme suivant que j'ai énoncé dans ma thése (12), Soit
: lg-+-1(K/k) T : T T
MK /E) = 2/ TPy - Soit  K/k= K[k, Soit Vy(K[K) =D, (K/K) -

b, (K/K) : : =
ou 2°u » Ou dams le premier cas v,,(l(,'k):vcg[KjK) et dans le se-

cond cas ve,.((K/K) < v, (K/k) < v (K/K). Alors, si \2(K/K) =2 (K [F),
VPensemble”des %,(K/k) coincide avec l'ensemble de tous les %/ qui ne
sont pas puissances de 2y, pris dans le méme ordre.

(e résultat, dont je publierai ailleurs la démonstration, établit

une dualité entre K!f{_ et K/k, conséquence de celle qui existelentre les .
Wg ,-modules.

Les théorémes I et IT ne s’appliquent plus aux suites génératrices
non réguliéres, Par exemple, si K[k est primitif et complétement rami- -
fié de degré puissance de p mais non p, et si K*/k est son corps de
Garois, K°/k a d’abord une suite génératrice dont les indices sont
tous premiers, et, d’autre part, posséde encore celle qui passe par K
et dont un des indices (K:k) n’est pas premier.

§ 8. — Polygones de Newton-Puiseux-Ore

Considérons une équation

f($)= 2 apat=10

=0
dans un corps p-adique & a coifficients entiers et telle que 6, =1. Il
(12) Mémoires de UAcad. de Belgique, t, XI, fasc, 4,
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~g’agit de savoir quelles sont les ordres des ses racines en p et com-
vbien y a-t-il des racines de 'ordre donné? .

Clette question, analogue & celle que Puiseux, se servant des
- parallelogrammes de Newron, resolut pour les fonctions algébriques, a
6té resolue par M. Ore (13). J'exposerai dans ce paragraphe, en la

simplifiant, la méthode de M. Oge.

n

Lemve : Soit f(z) = Z’aiaﬂ.—_{) une équation a cobfficients

=0 :
~entiers dans k& non tous =0 (mod p). Soit m le plus grand entier tel
~que am == 0 (mod p). Alors f(x) a m racines (comptées avec leur degré

~de multiplicité) entiers.

DiMonsTRATION : Soif

f(#)= a,ll(z — «,) H(z — ,)

~ol les @, sont entiers et les B, ne le sont pas. Soit p, I'ordre de £,°
Pour que les coéfficients de f(#) soient entiers et non tous nuls (mod p),
il faut et il suffit, d'aprés un théoréme bien connu de Gauss, que
lordre de ax soit —2p, . Alors a, IIB, est un entier A =|= 0 (mod p) et
anll(x— By) =A (mod p). Donc f(x) = All(x — &,) (mod p), dou le

nombre des «, est m.

Prenons un plan des coordonnées z0Oy. Soit s; 'ordre de a: en p.

_ Marquons sur le plan »n -1 points

Ai=@z=n—i, y =si)

Y]

s

(172~ A R e
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Construisons une ligne brisée €= ApA; Ai ... Ao ayant les
opriétés suivantes. 19 Tous ses sommets sont des points A; 20 elle
con:exe 3° tout point A; se trouve sur C ou au-dessus de C. Une
lle ligne, que nous appellerons le polygine caractéristique de f(x),
put Btre construite, et d’une seule maniére: en effet, soit qu'on ait
construit p segments AnAi, AyAy, ..., Ay,_, Ay, ayant la pro-
6t6 que 10 AnAy... ...A; est convexe. 20 Tout point A:; se
ouve soit au-dessus de la ligne G, obtenue de AnAj, . .. A;, en prolongeant
définiment la demi-droite As,_, As,, soit sur AnAi... A, et soit
won ait déja démontré que toute ligne C ayant les trois propriétés
indiquées a ces p segments comme  premiers cotés. Si m'”:-n, notre
firmation est démontrée. Sinon, 'angle UA:Y, ot A; U est le pro-
gement de Ay, , A;, et ol A;Y [| Oy, contient des points A;. Par
nséquent parmi les demi-droites de sommet A;, contenus dans cet
gle il y a une et une seule A-;.#Q telle que 1° il y des points A;
tres que Ai) sur A;,Q 2 langle UA;,Q ne contient aucun A;. Soit
, le point A; de la plus grande abscisse qui se trouve sur A;,Q.
p-1i%me coté d’une ligne C ne peut pas étre au-dessous de A¢Q,
rce que alors son deuxiéme sommet ne serait pas un point A;. Il
peut pas étre non plus au-dessus, car alors par axemple le point
. serait au dessous de C. Doac la direction du f-1itme coté de
oit coincider avec Ay, A;, . Le deuxidme sommet de ce coté doit
e Ai ., car autrement ou bien il ne serait pas un point A;, ou
“dbien Ay, serait au-dessous de C.
: Eofin la ligne AnA¢ ... Ai Ay, est convexe et tous les points
- A; se trouvent sur cette ligne ou au-dessous de Gy =A»Aq ... A"nA"ﬂH 0.
\Bn poursuivant ce raisonnement on démontre l'affirmation.
~ Ceci pose, soit que C=AnAu. .. As,_, Ao est lo polygone carac-
stéristique de f(z). Ly= Ay, Ay (j=1 2,..., p;%=0, ix =n) sera
~ appelé le j-idme coté de C. Désignons par «; le coéfficient angulaire

- —s s Sy :
'3‘;——“ =1 de L;. On désignera par l; la projection 4/-4 — 4 de L sur

(Oioels el |

G—
0z, ot par s% la projection s;—s;,_, sur Oy.

, D'ailleurs les Ay, peuvent étre définis par récurrence comme des
~ jpoints A: tels que

F.F PL:. SE

(13) deta Mathematica, 1928, t, 44, p,

218—314,

81— 5i By, — 8¢ : g 8= Si,
X il L G pour tout S 0 et > St
= %1 L e o U — 41
pour tout ¢ > 41,
. «ou aussi comme des A; tels que
8i— 8i;_ 8i— Si;_ 3 _ 8i.— Si; _
it I L pourtont i< 6t D 2=t
12— | | %=1y | [ 4 —tj—1

pour tout 1 < '!:i =,
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Théoréme 1. L’équation f(z)=0 a l; racines dordre o;en B
(=1, 2...5p). Ces U raeines satisfont & une équation de r{egré
dans k. m, élant un nombre de I d'ordre 1 en p, les m5% S, ou les [
sont les racines en - question, satisfont & Uéquation de degré l; cong

(modp) a '
o

la somme étant élendue sur tous les i tels que A; est sur L.
DemonstraTioN : Les 3 étant les racines de f(z) =0,
fmgi 2)=0

a pour racines les #~% 8. Le nombre des 8 d'ordre «; en p, est éga
au nombre de racines d’ordre 0 de f(n%z)=0. Or

n .
f(nyzx)= Z’ @i it .
=0
aim) est d'ordre s;+ie; en p. Cet ordre differe par une constan:tﬁ*"-’-
na; de I'ordonnée u; —s;— (n —i)a; de Vintersection de la droite-
parralléle & L; qui passe par A; avec Oy. Par conséquent cet ordre

est égal par exemple a 8+ @i; quand A; est sur Li, et est plus gran&i:_

quand A; n’est pas sur L, . Done P'équation auquelle satisfont leg

[f(m% @)

n, % 3 entiers est, d’aprés la lemme, de degré if_l(car T G est &

coifficients entiers et ai;_, est le dernier coifficient =|= 0 (mod pj] et

i; premiers coéfficient sont =0 (modp). Done Parmi.les i,-_l‘nombres_éf
=~% B entiers il y a 4, d’ordre positif, donc 4;.—i;= 1 d’ordre 0.

i
Done il y a [; racines de f{#) d’ordre «;. Comme 23,«=n, les @

J=1

I'idéal premier d'un corps local est égal a cet idéal, le conjugué d’un

nombre doit étre du méme ordre que ce nombre. Donc les 8 d’ovdre [
o, forment I'ensemble des racines d'un facteur f;(z) de degré I; de f(ap

dans L.
D'aprés la démonstration du lemme on voit qu’on peut poser

g fj—1 . et
w9 Y fi(m T Y a)= D' my T H %0 T (mod p).

1=t

sont les seuls ordres possibles de racines. Comme le conjugué de

et tout est prouvé.
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O = 0 (mod p) si A; nest pas sur L, et est égali
- si A; est sur L, et tout ot prouve.-

s Dévivition 1: On dira que le terme a:a' de f(2) est prepondérant
=2, si Pordre de a:a! est plus grand que celui de tout autre:
» @'=i. Plus généralement, on dira que la sommez a;2*  d’un

i€1

ain ensemble des termes de (=) est propondérante pour Z=12ay,.
0 gixf pour tout ¢ el & un mome ordre 320 ng a encore le:
% 1€1

me ordre; 3% a:;af a un ordre plus grand que le précédent, quand 7

Théoréme 1L Si Uordre de wy en P est compris & Vintérieur duw
it (%, @j41) (on posé ay = (), Uut1=00) le terme prépondérant est
Si Vordre de zy est %, la somme 2 a: &' est prépondérante,

A€y

2 ? (%IJ est d’ordre 0.
Tyt \Tpi)

.l‘fELj

DEmoNsTRATION @ p étant Pordre de %o, ordre de aszl est s; -ip=
=8i—(n—1i)p + pn = ui(p) — pn, ou ui(p) est 'ordonnée de I'inter-
section avec Oy de'la droite de coifficient angulaire p qui passe par A;. Si

; n}(p < %41, le polygone caractéristijue C de f(2) se trouve tout

ntier au-dessus de la droite de covfficient angulaire p qui passe par
deuxieme sommet A‘i de L;. Donc u,(p) est moindre que tout autre-

3 m(p), et la premiére partie du théoréme est prouvée. Si p=u;, toutes les.
i parties de C autres que L;j se trouvent au-dessus de L;, done les
' '@;g-_(p) sont égaux entre eux quand A; est sur Lj et sont moindres que

~ tous les wi(p) des A; qui ne sont pas sur Lj. Pour quez ai &’ soit pré-

A;QLj 3

- pondérante, il faut et il suffit’ que cette expresion-ait pour @ = 2, le
~ méme ordre que par exemple a,jx;] » ¢'est-a-dire 'ordre s, + 24 en p.
1

- Cette condition peut se formuler ainsi: m; %% Z aial est d’or-

A,;, EL;
3 1
- dre 0. Or,siAieL;,onas+%i= Siy+ 235, d’ou, lexpression écrite
~ est
— e ] i
™o T gt = Y8y (ﬁ'l)
| 2 TS5 L
‘iEI‘j _‘i-‘fll of \Tpi) » (1

- Mathemalica X1 »
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§ 9, — BEquations d'Eise:s ein. Condition de primitivité

Dans les paragraphes 1—T7 on a étudié les propriétés des corps
sB-adiques d’une maniére abstraite, en se servant des propriétés des
hypergroupes de la suite caractéristique, et, en particulier, on a trouve
les conditions nécassaires et suffisantes de primitivité d'un tel corps
K/k en supposant connu le module M@ et, bien entendu, fo et les v,.
Mais, en réalité, on définit un corps K/k en donnant I'équation irré-
ductible dans k & laquelle satisfait un élément primitif de K. Par con-

séquent, il est intéressant de pouvoir former directement & partie

d’une telle équation, tout au moins quand cette équation satisfait aux
certaines conditions qui ne soient pas trop restrictives, des objets carac-
térisant K/k dont il s’agissait au §§ 2 -7 et de pouvoir ainsi répondre
directement & la quéstion: une équation irréductible dans k est-elle
primitive ? Il se trouve d’ailleurs qu'on peut démontrer ainsi indepen=
demment de toute considération de la théorie des groupes oudes hyper-
groupes un certain nombre des propriétés démontrées au § 2. Méme,
comme on verra, on peut démontrer directement un théoréme que
jusqu’a présent on n'a pu démontrer qu'en le réduisant au cas des
corps cycliques relatifs.
Je me borne dans ce travail uniquement aux équations dans k

Q) hen et g 20

«qui sont du type d'ErsenstEN, ¢'est-d-dire telles que a,=%; = . .
{mod p) et an == 0 (mod p?). D'ailleurs, pour la question de primitivité
Pétude des ces équations suffit largement: on a vu, en effet, que si
un corps K/k (B-adique) est primitif, ou bien (K : k) est premier, ou
bien K k est, en particulier, complétement ramifié. Dans ce dernier
cas un élément = de K d’ordre 1 en P satisfait & une équation d’Kisen-
sTEIN dans k..

f(@) = a™+aat=14 . - -

= a,=0

Clonsidérons done une équation dans k

n

f(-'ﬂ)';z avatt=0

1=1

(avec ag = 1)

du type d’Hisensten. Soit m une des racines de cette équation. Posons
1

K =Ik(x). L’idéal premier de K est P =(n) = p*. Posons m=hp", avec
(h,p)=1. L’ordre en P d’un élément = d'un surcorps algébrique de K
sera noté w(z). On posera w(p)=E=ehp", On écrira w(ai)=ti.
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‘ Ceci posé, considérons 1'équation dans K

Q) D(y)=fmy +=)=0

E : on—mn

4 «dont les racines sont les — » O o parcourt Gym. D’apres la

g iifféﬁnition méme des nombres de ramification et des fonctions f,(c), il
‘est évident que ®(y) a ny— myq4 racines d’ordre v (K/k) et que MQ(K/k)
‘est I'ensemble des racines de la congruence qu'on obtient en égalant 0
- (mod ) le polynome dans K dont les quotients de  ces ng—ngq,
- racines par ‘¢ sont des zéros (ce polynome existe en vertu du § 8).
- Done, pour calculer les vy(K/k) et les My(K/k) il suffit de former
'-!p polygone caractéristique de @(y) (13) et de décomposer ®(y)en fac-
yrs correspondants aux coOtés ;de ce polygone, qui sera appelé le
~ipolygine de ramification de K/k (4). En effet, le coefficient angulaire
- du edté Lj de ce polygone est, d'aprés le § 8, égal a v;-(K/k) si
- %> 0, et a v 5(K/k) si 4—0, et, ®;(y) étant le facteur de®(y) corres-
. pondant & L;j, la congruence :

) w Y & (n”y) = 0 (mod B) ()

‘al'ensemble des racines distinctes égal & M;_(K/k) ou & M; »(K/k) resp.
- Lo polygbne de ramification a des propriétés trés remarquables, que
- des polygones caractéristiques généraux n'ont pas. C'était d'ailleurs &
- iprevoir d'aprés les § 1—T, car les m; sont puissances de p, si ¢ = 0,
¢S yg ont leur dénominateur premier & p, les Mg(K/k) sont desQ, -
~ modules, olt ¢, est la longueur de la période de p (mod 8,), admettant
- 2, comme opérateur etc... Toutes ces propriétés doivent apparaitre
. dans la structure du polygone de ramification de K/k et des con-

- gruences (3).

Nous allons étudier dans ce paragraphe quelles sont ces propriétés,
et nous ferons cette étude directement, sans faire appel aux résultats
et méthodes des §§ 1—7. Ainsi nous redémontrerons d'une autre ma-
~ miere un certain nombre de ces résultats, ainsi que démontrerons cer-
. tains autres résultats dont il n’y était pas question.

On a ;
" 1
2(g)=fley+m=1m+ Ly Ly I, (6)
n!

21

(13) Multiplié p:r une puissance convenable de ; de maniére A rendre
- son coéfficient de la plus grande puissance de y == 0 (mod PB).

(14) I et visible que le polygone de ramification de K/, ainsi que, dans
- une _cerl.aibna mésure, la congruence écrite plus bas, ne dépendent pas du choix

‘de I'équation d’FisgnsTRIN qui définit K/k,

. (}5)_Ifequlyn0mes delaforme légérement différente ont été déja employés par
M, HENSF.L, mais pour des buts {otalement différents. D’ailleurs, les équations
flz)=0 a partic desquelles M, Henser' lesformait ne pouvaient jamais étrel de
dype d’Eisenstein,
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Posant E ; ? : :
1] \m}ﬁ_ 01' (p“+1 s e l_é a i ‘L—p"‘ " = ;
‘=f§$.u)“ ek ) a-juste E % fac‘teurs divisibles par p, dont
14 ! o da 13—t
on a divisibles par p,..., dont B ,_pp_ divisibles par p et, puis-

'”aque i < p"*“ aucun divisible par p*+1, Done II(—-—-!—) est entier ot
- J=prti

! LDy = 25!{‘

1=0

On a ﬂ,,_,,_& pour tout @ = 1,
s 2, «..,n. Done w(be) = Min [0
il T : ] =
b= 2 x(:; 21) (@ : 1) G-, 81 12> 0, et by= f(r)=0. “;0[9‘:) 2 ] = 0(0pn ). :
; - é Al 1 » Un {im,_—.. Fess 7 n
POSOHS 1 ; 3 A : a ; +oo si x < n et an,n—m [mu )"‘n D’autre part
o) Wy [st:f.’b‘ — ). (= +'1)1:1']  lun = { = 0(1) = 0. Donc o {b,) == Min [G,W-i-g“_w].:Mm [n, 00] = pe
AT, v ; D’autre part 0,0 = o [kp"(hp =1) . —p 1)
o 1 o i ot ﬂ)ﬁn et ep",as'—_

B (w(r—1) . (z—prd-1
3 = N[Tﬁ_.___(‘_—j,p h )r:"J >0, et tw-x=w(@n—z) = o(p)=n_ pour
ut @ <m; donc w(byr)=Min[n, 6, e T hale—1,2, ... na=n.

Enfin, si ¢ est quelconque, on a toujours 9,,;:,) 0 et 0; n.

ime t,=0 et ¢,.., Zm, est = m, on a pour tout i ot t:ut @

Théoréme L o(bi)= Min [fix+tus] (> 0); et ofbe)= +oc.
¥ ¥ =1 1 i 1

DEMONSTRATION : we—1)...( Tt + 1)
4.2 3

Donc son ordre en P est multiple de celui de p, c'est-a-dire de m.

Gn - €5t un nombre de k..

Done [ el 560 i 1) Lk 1:“’] =bia tbhio=2 (mod 7). roFbn.w =, donc w(b;) =n,
G i Posons
Comme tous les sont 1ncongrﬁs mod n (car ils sont tous >0 et
=), t (o2 slwes o U e i) e aslyeigau’h ayvioni W= (b, ).
oI e B u} s . N G y ) on F e fiissons: par récurrence la suito des nombres 1w, , w,, o
des ordres dlﬂérents, ot lear somme by a Iordre égal au mlmmum de- : -,-'*18_.,mﬂ_mére suivante : 1% w,= Min [O0sc+tne]. 20, 20, : ymet g6
0eSpe=sg i - 'y Wr-] y cuny Wity

leurs ordres. C. q f d

Théoréme 1. 1°. Si " c<i< p! (w<r), on a
T } {.l](b ) = wfbp") i
'_" 20, iu(b-,r_*-)_ == w(bn)=n et, pour tout %, w(b;i) = n.

Dr:monsTRATION : 10. On & 0; . — p“’:z:l’:'_"w [E";"ﬁi)lipﬁi-g) (:c H-U

sétant définis, w, —  Min [w E, ¢
SR Y L U t?l i
x == (](rnodp“i“ljH + el

f o] <=
- Théoréme IIL S; Wi F Wary, We=wy. Si W=Dy ;W =00
~ DimonstraTiON: On a

Wy = Min [9 LR +t,' =k == “' [ [-—_{c_!.

o el i +9tm+tn-wJ
. o ol !

quelque soit I'entier {L‘,"m“’b—-puj—l est entier, Et sila contrtbutlon

en % .est u + s avec s> 1), p entre dans -

Le:: I}umérateur da ” \ - +1J est le pmdmt des z-p" entiers'‘consé~
Jepre=1 3 3
cutifs, Done, parml ces entiers 1l§r a au moms e —p ¢ ) dlvlslbles par »is __:""_'_____ el |2
. e t ) il S e ey o e
=il 8, ¢lest-a-di (_._ﬁ___
: st-a-dire o @ 1]. s E. Done

dmslbles par 'p3 dont N dont au moins E—;)—-— .
(0.0 +tn-], Min [Min [0, 10 0] & sE], Min [-‘3,,,(,B el x:H_ (r~ wE]

domnt au mo:ns F.

2d II b A My
dmsxhles par p (£<u), ...... dont aun moms K pp d:v1s:hles par- - == 0 (mod p») 0<s<?__% s 0 (mod e Ry
3 4 = mo p?‘)
(16) Al ot Ao nbrabion ai8 0°: théoréme Ea déSJgna i partie: > _]" 0 (mod prt=+1)
entaére d’am-nombre @ (et non le.preduit dere par lordre absolu E de ”5]‘9,, lin [wual é Méﬂ [wwss -+ 8E}]> W
i ! * .. r_-‘ﬂ
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parce que w.—i = wy et Wuys + SE = w, par définition. ;
D’autre part, on a Min [fom + tn.e] =n="0, + by, c'est-d-dire esk

2z =0 (mod p")
atteint pour un x =0 (mod prEE)Y :
i 8 ﬁm’:M]n [ T, T"ﬂE :
S L () +2 al2h AR
Done w, < Min [Min' [Min [8w+f,. o] & 8E], Min [0o. + taa] + (r—0) E]‘s

0< s <r-u =0 (mod p*+*) & = 0(mod p")
x =|= 0 mod prtst?)

oNsTRATION : R est le polygone convexe reliant (0, w(bn) — n)=
a (n, ©(by)) = (n, +00), ayant pour sommets certains de points;
o(bi) — n) et tel que tous les (n — i, w(bi) — n) se trouvent
| au-dessus de son contour. Ceci montre, tout d'abord, que
i, w(b;)) — m) ne peat dtre un sommet du polygone que si i =pl,

En effet, tout d’abord (n — p", w(bpr ) — n) = (n -—p wpr — N)=
s — p”, 0), done, si un (n — 4, w(bi) — #), > p’, est un sommet
(n — p", w(b,r ) — n) est au-dessous de R. Si un (n — i, (b)) —n),

Posons < pitl = p” est un sommet de R, on a, puisque w(byi )} = w(b)
Wats = Min [Ooz + tua] ; w's = Min [0+ tn.s] p (n—p!, w(byi)—n) se trouve au dessous ou sur la demi-droite pa-
&= 0 (mod p*+*) @ = 0 (mod p”) le & Ox qui passe par un sommet de R, donc est au-dessous de R.

¥ =|= 0 (mod putet1)

Done, les sommets de R autres que (0, 0) et (1,+0o0) sont parmi
ints (n—p', v —n) @ =r,r—1,...,0). Dailleurs, (n -p”, 0) est
nent un sommet de R. En effet, si 0 << i <p”, on a

On a, si W= wWu-1,
Wee = Min [w'v, Wit + Elj wugr = Min [10'a, 10"t , g2 + El;.

oo s Wke= Min [0'u, Ws1y « ooy W gs, Waterit Bl oo wr=w'ne
D Y — M' T SE > 1 : % h r‘(hp‘-l'___,,'l) e (hp"-—-i-}- 1) oo
s W 0<;r‘1<[w ot 8Bl 2 o Biyn > n(car i} A ; se divisise par p] ;

comme, d’autre part, W< ww, 00 8, Si Wy Wu~g; W=y €. q.f.d

Désignons par Bin + to > n; et, d’autre part, puisque par tout >0 on a

=ax>0 et, si & n, twas==n, on a pour tout- x> 0

Oi ot tnw > 05

(b)) —n >0,

(n—p~, 0) est le point (n—1, w(d:)—n) de l'axe Oz ayant la plus

Wiy = Wry Wiy oo, Wip = Wo

coux des Wy, Wi, ..., W, écrites dans Pordre des grandeurs crois-
santes, qui satisfont a la condition

Wi == Wi-y
M SO WA SR R e Je dis que ¢ doit se trouver parmi les i;. Supposons, en effet,
que 1; <t < ig—y. Alors Wiy = Wiy = Wi = w;. Done le point
—p'a, oy, —n) se trouve sur au au-dessous de la demi-droite paral-
¢le a Oz qui passe par un sommet de R, donc au-dessous de R, ce
1 est absurde.

Mais o, =, . Envisageons le polygone convexe R’ réliant (0,0)
a (n, + o), ayant pour sommets certains des points (n—p's, Wig— n),
- et tel que tous ces points se trouvent sur ou au-dessus de R'. D’aprés
le § 8 il n’existe qu’un seul polygone possédant ces propriétés, Comme
" R les posséde, on doit avoir R’ = R.

& Le reste du théoréme transcrit la méthode de construction de R’
donnée au § 8. (g1, d.
Posons P;=(n—p%, wi—n) (1 =0,1,...,7). Soient

Wey—Wig = Wiy == Wiy E.

Drailleurs, si wi,— wi,_, & K, Pordre de wi, en p est 1. En effet,
alors wi; = Min [fo, e +tn-e] et ce minimum est atteint, puisque:
az:0 (pitt) .

Wi, % Wi, , pour un 2=0 (mod p¥). Or 0y, » +tn.o=0y-=2 (mod n), ce
qui prouve l'affirmation,
Considérons le polyndome =-"®(y). Le polygdne de ramification R

est son polygone caractéristique. On a !

- Théoréme IV Les sommets du polygone R autres que (0, 0) et (n,+ o0
se trouvent compris parmi les points (n — p'e/, Wiy —Mn). Ils peuvent élre
déterminds par la régle de récurrence suivante: un sommel P= (n—p'e,
wi,— n) étant trouvd, le sommet le plus proche & droite P' =(n—pig
Wiy~ n) est tel que q est le plus grrmd nombre sc&tfsfmsant a E’égaht: ¥

Wi Wi, = Mih lw,, w;qJ

plo—=ple  i>qlpig—p'

JO=TyJ1seepens,jm=1
les ¢ écrits dans V'ordre des grandeurs décroissantes tels que P; soit
un sommet de R, et soient
Je =% 49, ..., 1@ =jo,
7
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tous les .i tels que P; se trouve sur le coté Pi; Pigyy de R.
oplal by
BlovisdT
amod PB4 un nombre de k& d'ordre 0). Alors on a

. et comme ce sont les seulés distinctes parmi‘lés racines de

4 L, . NS o4 | Hf3e
(done i, en vertu du théoreme 1 de ce §, est co

Byt o ' RN
4 Z b‘f;n = =0 (mod p),

t=0

e MLV

= W —w 1 s .
T éoréine V. vg(K/k)= pﬁm‘l—“,nﬂ(m) = p_et MUK/

(QIENGE : Si 5q est le nombre supplémentaire do K/Kq, on
L'ensemble deos racines de la congruence (g > 0) 8 )

8g £_; : : Rl AN
oY it Q1 t . s e Jidq N g - - §;
Z B & =0 (mod p). (Wi — wi) =n + 2 e e (ph — plitr) =
=0 y B =L i
; .DEMDNST‘RA_'I,‘}QN: En effet, le coté (0,0)P, a le coélficient angu- il m—1 ohiiokid 4 Sl
laire nul, donc P'ordre des »— p" racines qui lui correspondent es "(m.—mf_l) =n +2 v._s_(ﬂ;—m_,*.l)—-z vﬁ(m—n;+|):n+s_'1_-_-sq.
Donc les coéfficients angulaires des autres cotés sont positifs, et les , ) i—q i

nombres de ramification de K[ positifs coincident avec ces coéfficients

Clqifoa
angulaires. Done ve(K/k) (¢ > 0) est le cosfficient angulaire de P, P o

théorémes précédentes donnent le moyan de calculer les
8 no(K'k), et les Mo(K/k) d’'an corps. défini par une équation
IN. Nous allons maintenant redémontrer quelques résultats
en supposant démontrée ’existence du corps d’inertie de K|k
ai"peut se faire sans recourrir & la théorie des groupes ou hyper-
8s. Voir les travaux de HenskL).

e £ Mg 4o e
Wighy =Wy 1 Wighhh = Wi i

} i i fp'— ol
<’est-a dire ) SEi-api) = Pl gl et il y a ple — plgtt

m=1

vacines de ®(y) d’ordre vo(K'k), c'est-a-dire 2 Pis — plstt d’ordre
; . =

firi = (K/k) et L =pm’ dordee + oo, (Vest-a-dire il ¥y a ple des

n(K/k) est la contribution dep dans ey tous les nq{K/k)l; g>0,
o€ G tels que v(0) = vy(K/k), done ng(K/k) = pla .

vissances de p. _ _

effet, e = hp”, ny(K/k) = pr, ng(Kik) =plq

2. vo(K/k) a le dénominateur 8, premier a'p.

ol e o Was — Wiy

En effet vy(K/k) _W "

3 _*DI' Wity =i=wfq_+|.~, et wj, #9wj, - (car jg. ot jey Sont parmi les

. Par conséquent, wj, =0 (mod p’y), _w,a;_H =0 (mod p/s+1). Done
wig=0 (mod p/a+1), et 8, est diviseur de ple=dgt1—1=—1£=0

- —_e __:qq); vk, Sy i 1 LTEL v '.
Eafin les  B4(a), aeVki, sont les distincts parmi les classes
: am—m .., . i an—'wm : o
(mod PB*) contenant WqMﬁlS, d’aprés le.§ 8, Ies_m satisfont
4 I'équation congrue (mod ) a '

(a)

8q " a w1
_Zﬁ"':fa_fl &l (mod p),
f=0_ :

c'est-a-dire ; AR AR : Lo 30
= o @ e I . g Ctant la longuewr de la période" de p (mod 3,), My(K/k) est
(2 Bﬁ:q) fpit 7a ) =0 (mod p), yo-module admettant z; comme opératewr (fo—1le degré absolu de
\i=o 4 ns k). :
Comme B, = Big¢q == 0 (mod p), d’apreés le § 6 les racines de En effot, en BoERIt
*q 1M i

3% %

; % 8 o : 'i;an; 5
la congruence i i ¥E. o Ae(24) :.E ﬁa{“) P feH-!“i o
2 B,,‘iql godnlatkines0 ‘(mod p). . =0 il
= B est la classe (mod B*) auquello appartient /3, on voit que My(K k)

[
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est 'ensemble des zéros de M(zy)(§). Done, d’abord, Mg (K/k) est

module, ensuite, puisque les E;;‘U sont dans 94, M(K/k) admet
1@

comme opérateur. Enfin, pour que P_*.I:Q]:(ﬂ-—pt y wii;n—n) soit sur

(q)
i y
Pj,Pj 4,5 il est nécessaire que W@ —wj, = — vg(K/E) (" —p

Qhrme =l Wi —w;
gt1 g1 T =y
n —jm?—:}—- = __JI?______fj: vq(K,fk) Clest-a--
P i A A

k)= — = 7y
{K/k) = Pt P11 n KB p=1"p

: E
0 v, (K/k) < p : . i
Q( /k) noJB) p—1" cette inégalité ne peut otre vraie

@ @_
Done vy(K/k) (p% — pla+1) doit étre entier, done p“ fatt — 4 (mod ;)
par conséquent, 3% — jo1 = 0 (mod ¢,). Done A(zy) € Wyas , 0t Mg K
est un 2y -module.

Maintenant je vais démontrer deux résultats qui ont été démon-
trés 1°. dans le cas du K/k eyclique de degré p par M. ANDREAS SPEISER (
0, dans le cas du K/k galoisien par M. OystEiN Ore('8) ; 3° dans le ca:
du K/ quelconque par moi-méme dans ma these ('?), Et M. Ore et
démontrions ces théorémes par la réduction au cas cyclique de

Seriser. lei je veux en donner la démonstration directe.

Théoréme VI ny(K/k) v (K/k) = E;f_—l.

lo ést Pégalite; 90 — P2 i

EI ; 7 (K/E) =1, ce quiprouve le tl?éoréma._
..';jiir'_l.e paragraphe nous allons transerire sous une forme-
condition de primitivité de 1’équation d’EisENsTEIN f(#)=0..
g%pl’!éme VIII. L'équation d'EisensteiN fla) =0 est primitive -
k 8, et seulement si ow bien a) h est premier et r==0, ow bien .

h=1, 20 pour tout ¢ =0, 1,...r ona i = w"_'—" r.
Pl s i P

Wiy . Wo—= 10 p
Uhomewikis 3 ant la dénominateur dev — —I':;—:Tf v fo étant le degré absolu de
DimonstratioN : On & vg(K/k)= ;= 5=, et, par définition des A bpa
. | qu—p q : 8 k, By élant la classe (mod B*) & laquelle appartient —2— o Q-
Jg, OD & | 4 o |
0 i : ’ = W
1% ©igF Yig—1- ‘ensemble des tous les q tels que i u; 2= w.:.—— e
M i s gl aw SRR e R
s Jq Jq i, Jg+1 Jq i

Pla—pla=! T pla—pig4a

'\(zi) = 2 Eq 3? =,
Or, si widewi 4, on a w;_, = w; + E. Donc

2€Q
un élément premier de Wy , .

Wigri T Yig L Mig—1 T i L B E. p D { ; TS
v (KJk) = — - < ; e e i ! .DEHONSTMTION. Evident, puisque d’aprés ce qui précéde la con--
pla—plan pla—ple R ng(K/k) p ion b) 2° exprime que R se réduit au ségment de droite (0, 0) (n-1, wo-n)-
Colg. o d! la demi-droite (n— 1, wy— n) (n, 4 o), c’est-a-dire que K/k n’a.

| seul nombre de ramification propre; et Mz4) est le quasi-poly--

Théordme VIL Si v (K/k)=0 (mod p), ny(K/k) v,(K/k) = E—Poe:
m 1 vy(K/k) (mod p), ng(K/k) vy(K/k) p—L me de Mo(K/k). C al 4,

et rq(Kjk) =ups

Dt : — iq i Jobitt o
MonsgRATioNsOn e w0y = Omody 3, donc, a fortiori (mod p . § 10. — Equivalence des équations d’Eisenstein.
Done Wio ™ 05, = W, (mod pJQ+‘+ )- Done, si v (K/k)= 0(mod Forme réduite.

o o et :

on a quH:O(modp’qH ). Ilanresultequeraqu: a1 T B ~ Les résultats des §§ 8, 9 permettent de résoudre la question:
(1) Zerlegungsgruppe. Journ, f. d. reine u, ang. Math., t. 199, 1919, - sulvante: Sk
p. 174—188, E

('8) Math. Ann., t. 102, 192930, p. 283—304.

Etant donné deus équalions d’EisensTEN fy(2) = 0 ef fy(x) = O
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“dans k, sont elles équivalentes, c'est-i-dire existe-il un _zéro my
Tix) et un zéro m, de fo(x) tels que kim)) = lk(mp) ? :

Et ceci non par un algorithme comportant des essaies plus ou m;
~arbitraires, comme cela a lieu quand on cherche & résoudre la méme q
‘tion en cherchant si k(m;)u k(r;) = k(ry), mais par une méthode d
- caractére univoque qui conduit pour chaque équation d'EiseNsTE!
-une forme réduite.

sont desracines pf—118mes de |'unité ou des z€ros, et =0, et de-
quelle équation de degré n satisfait ', Il s'agit de trouver
uations tel que : 1% on puisse former un n’ de la forme.
fg_isant a une équation de ce type; 20, 2 équations diffg-
e type ne soient jamais équivalentes. ;

dérons une série formelle

4 oo
ao(z) = 932 i 2%

1=0

Ea particulier, on parvient ainsi & donner la forme réduite
“toute équation primitive dans [k (i remarquer que si cetté équa
n'est pas de degré premier, il y a toujours une équation d’Eisenstein g
“lui est équivalente), ce qui résout complétement le probléme posé pi
‘M. Ore dans son mémoire des Matematische Analen (19) ot réso
par lui pour le cas des K/k de degré premier. Envisageons done
“une équation d’Ewenstein de degré n = hp" -

f@=a"+ a1+« -+ an=0.
-Choisissons une fois pour toutes un nombre = de k d'ordre 1 en p.

'Eerivons les coéfficients @: sous la forme des séries p-adiques entiére
«én = avec des coéfficients racines ph— 1i®mes de Punité ou des zéros, soit

+g0
{ e . a;:Eyfnt_”‘

=1

sont des racines ph—1imes do Punité ou des zéros, et ol
7 étant un nombre de K d’ordre 1 en B, désignons parQ () .
) de tous les nombres d’ordre 1 de K. [a série za(x) défini.

rmation A = (a(z)) de O (x) donnde par

. A@)=rax) (' €Q(m).

elte transformation est biunivoque. Kn effet, si 7/, n7¢ QO (x) on a .

00
) £ A (7'_;1) e ("-!_"-")2 -(..‘ (7.‘" + P | P TR .*.?r.-_n_ui—l +?T" )

=0

06D=0. ot o (" +r'tta" 4 .. alai1fri)) > i, done la-
crite converge et sa somme n’est pas 0, Done, Si_A(Tr’)"‘—*A(W"),.
‘=", Eofin, il est & peu pres évident, que A (Q(r))=Q(x).

Etant donné un ='c Q (=), il est évident que =" peut 8tre mis d’une -

~Alors f(x) peut s’écrire sous la forme

4000 E(:—") & -nE(:T-
> L p=

.’13”—[—2 I‘;‘E b ; 20
L~ une seule maniére sous la forme = 2 Yt {y,_Pf":y,. ou 0, y,
~OlL =0
; __ ’ _ _ ne il existe une, el une le t ;
[**"-ﬁ[i‘]] , 81 . . R s seuie transformation A = («(z)) telle que-
ok T[E L)]n si, t > et I'=— 40 #A(‘:‘r.)’ Il est encore & rémarquer que, en vertu de leur délinition,
p .. W a Q7)== Q (), si e Q(r).
~¢'est-a-dire m satisfait & "équation _ ‘On appelera ordre 'de>'A, et on  notera’ w (A) Pordre' ‘en a -
: Y, Alm)—= :
+99 _p(t) _mufl a(x)—1. 1l est visible que =2—" est d’ordre A
“"+2I‘f-'ﬂ ['"')1-; (")«::111?_ _ o rare f-tl( ) en S»B

Choisissons un nombre = ‘de K d’ordre 1 en ¥, et deéfinissons au
"O?en de ce nombre une loi de composition des transformations A

[ en dépend essentiellement) suivante : soient A;, A, deux trans-
mations de la forme indiquée. Alors A, (r), et aussi Ay (Az (7)) e Q).
‘Donc il existe une et une seule transformation de la forme indiquée As.
telle queA; (W)‘—?’At(ﬁg(ﬁ)). Az sera par définition, le composé de A, par-

t=n+41

‘Pour former toutes les eéquations d’EisENsTRIN équi_\;alerites a fla) il
=suffit de poser d'une maniére quelconque

o E' Nu T

L L Uu="r"

() Math. Ann, t. 100, 1928, p. 650—678.
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e la forme indiquée. Posons
R I’"c = ‘I’r. m A (P: )

Soit #(n; A) le moindre ¢ tel que @4 ')+ TI'. Done

Ay et sera noté Ay« A;. Lg loi « n'eSt pas, en général, ni comma-
~tative, ni associative,
Les A ne forment pas un groupe par rapport a la loi de compo-

--sition ainsi définie, parce que la loi associative n’a pas lieu, mais ils : %
,-possédent la pI‘OpI‘iété suivante : . t(ﬂ;A)]= W ( (P’;-—I‘JX, (“r) i m(f(ﬂ’)) i I'.l)(f(lt’) i f(ﬂ))
Quand on se donne arbitrairement deux queleconques des tyansfor- E - tzzn
-mations Ay, Ay, Aj, il exisle une ef une seule troisiéme telle que.  Car
AI*A:%:AS- +m (! o r S (] ,r. '] +'—"°
D (e — o) Xe(n') =|n/n 4 DU Xe(w!) [ — [t DreXe(w)| =
i=” =n t=n

DimonsTrRATION: On a vu déja que cela est vrai quand on se
~donne A; et Az ; supposons qu'on se donne A; et Az. Il s’agit de trou
ver Ap telle que A4(Ay(r)) = Aj(m). Il ne peut pas en avoir deux, soit
A’y et A} | car alors A'y(m) &= Al(x) et A(A'y(r)) = Ay(Al(x)). D’autre
~part I'équation Ay(n') = As(x) a une solution dans Q(Aj(w)) == Q(x), et
«puisque n'e Q(r), il peut dtre mis sous la forme Ay(x). Enfin, sil'onse

donné Az et Az, on a Ag(n)eQ(w), donc Q(Az(w)) = Q(x), et As(w) € Q(m)
= Q(Az(r)). Donc As(r) peut étre mis sous la forme Aj(Ag(r)), et cela définit
univoquement Ay . 4
' Comme o(A () = w(A(m)—n) — 1, 0(A2) = w(A(Aym) - Am) — 1
ot 0(A3) = 0(A(Ay(x)) — ) — L, on voit que ‘

=h(#) — f(a') = — f(x’) = — [f(n") — fm)).

fla) = fm) _  f) — fm)
Reh TR _“,T(w‘ﬁ,—“l‘ + (mod B).

t de plus

Mewia)— Lo A )= —
Je dis que si m; et m, satisfont aux équations respectivement

00 + oo

, +-2 Iy X.= 0 et fz(m)_—_w"-;-z IYIX, = 0, telles que pour tout 4< ¢

ft=n t=n

ait =T}, et si t(my 5 A)=1¢, on a aussi i(n, ; A) = t; en effet,

obtient par exemple f(n') en 1° subsistuant d'abord formellement
- ! z(x) dans fi(x), ¢’est-a-dire prenant N. 2. E

0(Az) = Min [o(A}, 0(A2)], o(A) = Min [o(Az), w(A3)], i ) Hla)ic - 5 il piprensat.le polyngme

©(Az) = Min [0(4,), w(Ag)]; @i’ en « de degré <<n congri fy(walz)) (mod fi(x). 30, Sub-

0

ituant ©; au lieu de x dans ce polynéme. Nous appellerons

rdre total d’un bindme awx' le nombre w(a)+i. Alors t(mi; A) sera

o (o@)+i).

3y H—1

Posons
EL =ay, t—nk (t—) =T
n n

et

Xy nur, Or, le développement formel de fi(xa(x)) et de fa(xa(x)) ne peut
Ter que par les termes d'ordre total = ¢. On obtient un polyndome

Supposons done que w satisfait & I’équation
Bl tel que Blimi = a'im} (mod PB’) en remplacant dans tous

flx) = 2"+ 2 I'¢X; =0 (si Pon pose I'y =—1),

t=n

lermes wi v de fi(we(x)) d'ordre total < ¢ et tels que 1 >mn, x' par
t=itn

ZI‘{X;, en faisant la méme chose avec des termes du
. J=0

Soit
20
filx) = an 4 2 [ Xe=0

2 =1 f—1
t=n

_ . olynome obtenu etc. Comme Z Py Xy= 2 I'Xy, le résultatde
tI'équation a laquelle satisfait n'=A(x), ot A=(«(x)) est une transformation J=0 J=0

ationr analogue sur f5(«(x)) ne peut différer du résultat rélatif a fi(x)
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(ue par des termes de 'ordre tolal = ¢; et enfin, puisque Min (w(8)+1)= ons d'abord ¢ = ; alors le raisonnement précédent montre que:
Min (w(a’i)=+i) =t(m,, A) > ¢, aussi t.7,, A)=Min (w(B/+1) > ¢ ce quy

prouve l’affirmation. Woa (C)=¢T', et, on particulier ua(A)=0.

Ce raisonnement montre d’silleurs que, si, de plus, I =T, la . § i—1
substitution formelle et la réduction indiquées donnent pour f(x) Supposons maintenant ¢> n. Posons folx) = a4 2 Liaie
' =n

f2(x) das résultats qui ne different que par des termes d’ordre total

>t 1, ¢’ st-d-dire dans ce cas ) se differe do Jolwa(@))4-T' "o (za(x))* par des termes dont

res totaux sont >>{. Do meéme f(®) differe de fy(v)+I' 7 2% par
~d’ordre total > ¢, Done flwa(x))— f(x) différe de folxafzx)) —

- Lpm @ 2°¢(2)% (1—y-7) par les seuls termes d’ordre total > ¢
5que =1, f(wa(@))—f() et fulwa(w)~fol@)+ L' 7o (wa(a)F(1-p -T)
leurs termes d’ordre total > n. Done, sil'on fait la réduction
et qu'on mette = au lieu de w, les résultats obtenus seront
(mod Bt+1). Or pour f(wa(x))—f(2) réduite (mod f(«)) un obtient.
=Wy, By oes Ty s toa (T)) 7o (ro())® (mod BeH),

w2(i6)) — o)+ T 7 . (w(2))* (1—=F) on obtient un nombre
oy Dot g vy Pecy 5 A)+Te (1—8)] 7% (wa(m))® (mod PBeH). Done

e B (moa i),

Done, si pour un = satisfaisant & fla) = 0 avec des I'i, i <
donnés, {(= ; A) > ¢, ceci a lieu pour tous les = ayant cette pro
et @yra(l) est lo méme pour tous les = ayant un I'; donné, c'es
dire’on peut écrire

q\tﬂraa([‘)zqr ‘ﬂ,I‘ﬂ_H 3erey Pt"—l il A (I‘)‘

Des raisonnements précédents il suit que si ¢(m;Ay)>t, on
(w3 Ai+ Ay > ¢ si et seulement si (= ; A;) > ¢. En effet, posons ='=A,
w''= Ay(x'). Alors, si i(r; Ay) > ¢, = satisfait & I'équation ayant les
mes Ty, 4<t, que celle & laquel's satisfait =; done, si #(r; A,
aussi #(=", A\) = ¢, dou (= ; A+ Ap) = Min [t(='; Ay), i 5 Ag)) > ¢ Mains
tenant, si {(= ; Ay) > t, mais {(=; A;) < {, les équations auxquelles sati
font. = et =’ ont les mémes Iy, © = ¢(m; Ay), donc i(x"; Ay)=1(m; A,) <
done {(="; Ay) < t=i(m; Ay), et U(r; AyxA) = H{="y Ay) < ¢.

Il s’agit d’étudier la fonction W, Posons

s ;t,'A'(O) = s (Pu., 111'!-F 1thn rg._ i A)

Yo Do Bp g f,A(P) = we (I Do s oy Ty A) 4T

dons deux cas:
=1, c’est-a-dire y* = 1; alors

WAT) = u(A)+T' (mod B).

+1; alors il existe un I', qui sera désigné P !
i) 1 q signe par P”,p”_f_l.‘.,.rt_l,i(ﬁ)

6 pole de A pour T, , Lot yuney ooy, tel que
;¢ (A)=Pp

"I'P”"f'l ,...,I“_l ;‘

I

i il 1) .
il o T peeny Lpl
n' nti1 ) +i,...._["_l.'f,A(PI'“,P (A)-

R BBt 1

osons de plus :
pos b En effet il suffit de poser

a(w) =y (mod &) (ol t(# ; al®))= 1), o

et [ ; dasel sal tRe B =i i U (.Pu ‘ I‘ﬂ'-]-'l pore I‘I‘-—i ) A)
—_— },—t "; x #‘ 'ﬂ—f-'l ) oiee s I“—l 4 t (A) — 1:_6 G (mod $).
1l est a remarquer (ue ¢ ne peut Gtre plus grand = que n que 3 MN’S. si
y*=1. En effet, on & Y@y Doy e, ey 5 A5 T) = L 5 SR L ()

r N ,, 5 N N | g.a nN e
B [ (ﬂiia._ix,g(fr_) E(_l)n m)_:r_—@-(-t}gy (-——‘1) —K_k:—— .FI."' I'n+.l "‘"'Pt—l. ;i,A (yt(Pu ¥ Pﬂ_H ) eiey I‘t_‘ 3 A ; P))::

L b 05 AT e

/
n =
T

o 7”. l‘“ (HlOd $) k- bEy‘(I‘”! F“+1 Joure g I‘t—i 3 A H tF]_‘
et si y» &1, on a 1% I'n . Done, quelque soit t>0;'on a®

F
By T

ALY ,....I‘t__i;t,A(y} Eéy'

(x)\ & Yidulin Je b nian %5 Y
bica X111 10
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Soit' T' la classe mod P & laquelle appartient I'. Les transforma-
mations T - Wy (T) et 3> Fea (y) produisent des permutations de
Q. Ainsi a tous les A tels que ((r, A) > ¢ correspond un ensemble
ry Q=¥ e; a0

.‘}.i'e. de Q5 avec le rapport similitude £(A) et avec le. pole
égalité : e
L Be) (PP uB)=P

fospeigluiptionaliiiy, oid Ty By L BRI =), ,

o + 00 & 4 K . "
| % I‘WX r)=07]. G = § = =1 _u(B)_ — L H(B) : :
de 25 (ot‘l +§‘ i(7) ) ;:.omme Bs B.=P, Ao Py E@YET Vi 8i0q, .5 tion

Montrons tout d'abord que &M =M, . En effet, si i ;A) > ¢ of si
=1, on a i(r;AgxAx At N>t et SAgxAxAl " H=

: =(A0)-6(A).£(A0)" ~ ' =Ele = 1. Donc T(Ag* A ¥ Al — 1)
e translation we M,. Or, prenons par exemple [F— Po; T(Ale—1)
rve Po, T(A) transforme P, en Pyt (A), et T(Ao) transforme
on Po+oui(A). Done T(Ag#A xA%~1) transforme P, en
A), done 5::‘“5 (AJ=M€ M, et comme A est une transformation
ayant les propriétés indiquées, donc w.(A) est un élément

] )=
WI'”,I‘”Jrl » 4, p3al] ;-.t,a,ug( ) i

DR TV L S S TR VL

= et

! Dnfrinese
_ T(Agk Ay) = T(Ay) T(Ag). _

Done ces permatations forment un certain groupe, soit G(w, #).
Tl s’agit de décomposer Q en systémes d’intransitivité de G, 1) (t=n_!__ :
n+1,...). Considérons tout d’abord le sous-groupe Gi(r, f) de G(r, 1)
formé par les T(A) des A dont § =y~F est 1. Clest un groupe des: o de M., on a &M, =M., Il en résulte que M, est un module

translations . (A) = {T'—> w (A) + I'} da’Qﬁ et !e‘s -uf{A) correspondants I apport au corps Q,(£,) engendré bar & On en tive dems briE.
forment un module M. Les systémes d’intransitivité de Gy(w,t) sont _quences: -

on a |

des classes {mod M;) dans 2;. Il est & remarquer que si l'on se ; wB) . ipo
bornait aux A tels que y =1, les T(A) correspondants formeraient °. g{A)_1:0 (mod M¢), car %B)=0 (mod M;) et E-(A—):—l

encore le méme groupe Gylm, t). Fn effet, si §=1, et si 7, est

uand §A) 1) est un élément du 2,(¢,). D’autre part, quand B par-
le plus grand facteur de © premier & p, A=A+ Ax...xA a y=1 : it

tb ensemble de toutes transformations dont Hx, B) =t et {(B)=1,

_ u(B 1
(B) parcourt M; et E_(A_)(f—)_l parcourt EA—1 M¢=M;. Done P par-

e . ——

' T, fois
ot T(A™)=T(A)% ; donc, puisque  Vordre de T(A) est p, on a, s
7t'= 1 (modp), T(A) = (T(A™))¥. et laffirmation est prouvée. Soit que
A = (o)) est tel que w3 A) => ¢ et soit «(x) =1y, (mod ). Posons _
£(A)=17y5"" On a §AxAz)=EA.5(Ay). Donc les §A) forment un

urt la classe (Mod M) contenant Py, Catte classe est indépendante
A, donc

Llensemble des poles (pour Py Prgt sw vy Beoct) o des touéé’ies A
que t(m, A) = ¢ est une classe (mod M) qui sera dite la classe g;olaire
'.I.‘n-l-i S L Tz Thfagn an Teigs

sous-groupe 2; du groupe multiplicatif des racines (hlt)féms de l'u-

nité. Soit & un élément qui engandre =, et soit k¢ 'ordre de =,. Soit
Ay une transformation telle que i(m; Ag) > ¢ et £(Ag)=¢&y. Un A quel- _
conque tel que {(=;A) =t peut se mettre sous la forme

A=BwA3 , ou &a)=g

20, Si y=)20 (mod M), la congruence Ely=Ely (mod M;) n'a
u que si Eft = gb, c'est-a-dire ¢, = g, (mod k). En effet, la con-
ence écrite signifie (B} — Efa)y=0 (mod M,). Si Eh —El2 0, il
xiste un élément x(gy) de 24(Ey) tel que w(Eo)(EN — Ef)=1.1l'en résulte
a6 y=x(E).(E — %)y =0 (mod M;), contre I’hypothése.

Il est maintenant facile de déterminer les systémes  d'intransiti-
g de G_(n, t). Ea effet, soit d'abord que T est dans la classe polaire B.
cun T(A) ne peat transformer I' dans un élément qui est en dehors
o B. Ln effot, si E=E(A) # 1, soit P lo polo de A. On-a T'— P — 0

On a &B)=1 et, puisque ¢(x; A)>1 et t(w; AD) >t on a t(m;B) =t

Inversement, si A est de cette forme et si é(=;B)>¢ on a i(r; A) =1
Soit Py le pole de Aj et soit u(B) la translation que produit B. T(A,)
est la homotétie de Q5 par rapport & Py dont le rapport de similitude
est £(Ay) = & . Donc T(A}) est une homotétie de Q; par rapport a Pp
ayec lerapport de simulitude £f = ¢(A). £t, enfin, si ¢ 4= 0, T({A) =T(B)T(A%)
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(mod M¢), done T(A).F— P=T(A)(T— P)=~§T~P)=0 (mod EM =M)5
et si §(A)=1, on a encore !{A)EE—F (mod M¢). D'autre part, quand 3
T(A) parcourt Gy(x,t), T(A).I' parcourt I'-+M;= . |
Soit, maintenant, un ' en dehors de . Soit Y la classe T—
(mod M¢). Soit A une transformation telle que #(m; A) =1¢ et E(A) = Ly
et soit P le pole de A. Alors y=T—P fait partie de Y; le transformf'
de y par T(A) est E(A)y. I fait partie de E(A)Y, et T(A).T' fait partie:
de P+EA)(T'—P). Done, le systéme d’intransitivé d’élément I' est:
contenu dans I’ensemble des classes B+ u EIY. Il coincide avec cette
9=0,1,..., b —1
réunion, car il a sarement des éléments communs avec chacun des:
systemes d'intransitivité de ®y(x, ), c’est-a-dire des classes (mod M),
qui en font partie.
Il est a remarquer que les h; classes B+EIY sont distinctes. En:
effet, si 'on avait P+ ENY=P4ELY, on aurait pour un Pe®P et
un yeY ;

. On dira que I'équation d’Eisenstein

i
f@) = @1+ D' T Xy= 0
t=n

réduite, silpour tout t=mn,n+1,..., 4 0o, T'; est 1'6l6ment réduit
systéme d’'imprimitivité de G (r, ) (f(x)=0) qui le contient. Le but
cipal de ce § est de prouver que . parmi les équivalentes d’une
io'n d’EISENSTEIN il ¥ a une et une seule qui est réduité, et de
erminer aussi loin que possible la forme de cette équation, ¢, a. d
M et, eventuellement, les . '

Il se trouve qu’il est possible de déterminer les Mg, tous les ¢
que h,-:f: 1, et pour ces derniers ¢ le systéme C;— %y, ot C; estle
e d'intransitivité contenant T; du G(m, ), et P est la classe
re. Faisons cette détermination : .
19, Faisons correspondre & chaque A =(«(x)) un nombre wr(A)
ellé son degré réduit qui est défini par la formule : :

e (A) = Max[ o (a(m)) —E’E} -

o € Ggy ¢

P+ Elty =P 4 gy (mod My),
¢’ est-a-dire

Egty = Eg’y (mod Mf ).

Puisque y =0 (mod My), on doit avoir gy==gz (mod s), ce qui exige,

O T S e g . kg désignant le moindre surcorps de k& par rapport auquel K est

ien, l'égalité wr(A) = +oco équivant & ce que w — A(m) soit un
ent de Gmg. Il y a donc (K:k,) des A tels que wy(A) =+ oo,

20, Faisons correspondre a tout A tel que Wz (A) >0 un élément
non uul yr(A) de Q; quand wr(A) n’est pas parmi les nombres de

Q=q2.

Soit m; le nombre d'éléments de M. Soit v;-41 le nombre des:
systdmes d’intransitivité de G(x, ¢). Ce qui précéde montre qu'il v en a
un (P) qui a me 6léments, et que les v, autres ont chacun myh; élé-
B [E’ -—1)- Choisissons dans chacun des.

heme he \mg
ces systémes un élément I', que nous dirons élément réduitf, de la
maniére suivante: choisisons une fois pour toutes une racine pf— |iéme:
primitive de l'unité p. Distinguons les cas suivants :

ments. Done v,=

- . %
- ramification positifs de K/&, ou une classe y=(A) (mod M? 1‘;-J(K!k)), in=

¥ %
f:'-iégl_xle a Mgm(K/k)), quand or (A) = v (K/k),

19, hek1. A) P+ M. Alors on prendra comme élément réduit: a’::)-—fg_ -
de B I’élément P de I dont ind, P est minimum,. C étant le systéme: ¥ (A)E—w—@—)— NS (mod 8%
d’intransitivité de G(w,{), on prendra comme élément réduit de G l'élé- R

ment P+ y de C tel que ind, y est minimum., B) P == M. Alors:
on prendra comme élément réduit de P 1'élément O, et comme élé-
ment réduit d’un systéme d'intransitivité C= P=M; I’élément ¢ de C.
dont ind, ¢ est minimum. '

N, hy=1. On prendra comme élément reduit de M: I’élément 0,.
et comme élément réduit d’une classe C (mod M¢) l'élément ¢ de O
dont ind, ¢ est minimum.

pour les oelixy teols .
o Kk que w(ﬂ(ﬂ) u) wr (A).

4 I‘l est facile de voir qu'il n'y a qu'un seul élément 7.(A) de
'hsfmsa.nl a cette condition quand w.(A) n’est pas parmi I;s v (K/k).

que si wr (K/k) = ve(K/k), les y.{A) définis par cette conditic:l for:
_;,_mant une classe (mod My(K/E)). En effet, soit o’ un autre élément de



150 M., KRASNER

] 3 Bl B . ¢
Ggpe tel que m[oc(u)-—?]:w,_(A), On a o' =oy0m, ol 6,€Gokk _

Or oK/k est défini par la méme équation d’EisenstEiy que K/k. Done
et les mémes M, que K/k Donc o'n — om est.
d'un ordre v,(K/k) = wr(A). Si vy (A) n'est pas parmi les v (K/k), on a«

oK/k a les mémes v,

[“)__n" ("-')— o

=1
R Y R ml :

o'n—om = 0 (mod P+orP*) et

Q’

o (A) = v, (K/k), on a %}%’f =pe Mé(K/k) (mod ) ;

o'z — ore=( (mod EB%W!B), des que o'r a la forme Gon avec 616 Vokjicy
Donc p parcourt Mg(K/k), et les y,(A) parcourent la clz}msa mod Mq(K/k}b ;

contenant un des ¥,(A), ce qui prouve 'affirmation,

On définira de plus pour chaque ¢ réel positif et pour ‘tous Ies A\.f
tels que wx(A)>>¢ un élément ou un ensemble d’éléments yg’(A) par-

la formule
o 7(A) = O resp. My(K/k) si ¢ <wr(A)

¥O(A) = yx(A) resp. 7«(A) si t=wr(A).

- Considérons la réunion R(™' des yf"’(A) des tous les A tels quew
m(A)}O et wr(A)>1¢ (t>0). Il n'y a qu'un nombre fini 'des’ tnm:p-
entiers tels que B“’H:{O}, ce qui se voit pas le fait que les ar—lo'm
ont pour ordres les nombres 1 ~+'v*“fK/Ic) Si ¢ est entier, R(M 2 2. Jo
dis que dans ce cas R(™ est un surmodule de Q5. En effet smt

i sil L AL S
mod V1+H P,
|, SgmE=ma(m) — y5(gym)\H {_ e *
On a : Al J ,
gr=a0;m==r (mod PB*),
Done T ) S :
oy =auy(w) — yyrtHt
02?.'517::2{}} — yprltt,

e
12 .bom

*
Soient u € geny.0 , a egena.oz, et soit o = corryato .

172
prendre of € V* 5

. On aalors gm= ofayr = a}m.on(o}r) — szz(-ﬂ’ff.)”f-’ =

Sh==aymay(oyT) — yyr! e [ray(w) — i,

b ey 8k

Jao(7ey(w) — a("ﬂfz(ﬂ'))‘h’l‘"*"‘*” 8 o 72*"“““
"= may(n).ap(ra(m) — (ybyeH (mod PR,

(mod ‘B*) Sm

d’a'u't_ra 5
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-a~dire ,
4 Ay(Ag(r)) — o = (y; Fy2)or'+ (mod Pi+P*),
t-a-dire
TR(A1# Ag) = yE(A)+5((A,).

Cinly, o
Drailleurs, de cette derniere égalité résulte que i
10 R est module quelque soit t.

20, la réunion des y®(A) des A tels que orA) >t et w(A)>¢,
=, soit R{7), est aussi un module. D’ailleurs si ¢ est un entier, non
un v,(K/k), on a R"”—ﬂf., si t=vq(K/Ic) est entier, on a
=0+ MQ(K/?G)

Soit 7 le nombre d’éléments de Bg”), et ‘soit ‘ry; celui de B‘;I”f "

e 1
(@

ns par N le produit de tous les —* (¢t parcourant une suite
it

lombres positifs croissants comprenant tous les ¢ tels que rts=1).
lons ce nombre N.

On peut faire correspondre a chaque ge Gm un nombre #(a) (15) qui

s (=29

urmatlons A= (a(x)) = (2 Yi w‘) les v étant des racines p"ﬂ-l""“‘“
=0
ité ou des zéros, dont v, #+0.0n a /(o) = + oo si, et seulement si

; Ca t(o) peut étre égal a w( A{_Tr))

; A. parcourant l’ensemble des toutes les

P‘.).“I.' un  a(@)=1

x) si, et seulement si 6 eV
nt un kypergroupe En effet, si

s oym = rxl(w)ao (mod SBf"Fi')

021‘"—'”’“2(11’)__,.0 (mﬁd SBH-U
et si 9} € gonks oy 0, €gengs o, G = corrgafey , on a

gm =g (ﬂﬂf)—a*(’“xz("ﬁ)-","*" %a(o)m) =ra(w).a (ray(v)) (mod P+
,. car u’:ﬂ} = ﬂ} ]
ot it e M o1 — F oo los valeurs que peut prendre
(o) (*6), o Visiw Soit #(z)=1 (mod @). Soit que g€ Vipe est tel que

a(n-)——l-]‘=mw(ﬂ) Si or(4) <o),

Tous les o ayant un- {(e) >

On pauﬁ;—-
emst_e un acl_(fr_)_ tel que

= () (mod 515””"‘"13"‘)

] (15) Jappelle ce nomhre !mdws d irrégularité de prmiéf’e!éépécé: de o,
W i(16) Jappellesty (g = 0yl g, 141) le g-ieme nombre .d'irvegularilé
- de premitre espece de Kk, ik 2
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oy, —alm) 1

Done 7, (A)=s Sl — - €y, 0w <0 + M (K/k) (mod R*) L ) que si v, (Az)=0 (mod 2y). Mais alors, si v,(A)= Ay(r) — apr

(may(m))ealA) o) 1 - . (oym)tHq
suivant que wr(A) n’est pas ou est un des vy(K/k). Done, si ¢ ), et si l'on pose a'y(w) = a,(x) —(T”"I): ol y€v,(Az), on a
) E q+l

n'est pas parmi les nombres #, 4 ,... ...,f,, on a = °-2—“J 2 tg+ 1>ty c'est-a-dire 6, e H. Done Re est une réunion

Re==Rg N
<’est=a-dire ;\mf"ﬁ" ’)J 1 distinet i O, €’ '

b classes distinctes suivant 2, c¢’est-a-dire encore

e

@ (g+1)
7t (Hﬂ[}
Tt
2. (o) = vy (K[k) =tp. Los raisonnements absolument analogues
que si #(o) n’est pas entier (on verra, d'ailleurs, que dans
= 71e), on & Ryr=My(K/k), c’est-a-dire

(K @ (q+1) (9" (g’ +1)
:_ﬁ%%—)n[vm: VmJ; on a encore ri— {H 2 )

.It_-— [g): (‘?’EI)}

Supposons maintenant wr (A) = #(0) ; deux cas peuvent se présenter: 4
1. (o) n'est pas parmi les nombres vo(K/k) (¢ > 0). Alors, v,(A)

(@
est bien défini. Soit ¢(c) = t, et soit Hyu 1’hypergroupe des tous les

(9 (9 : ;
aeVgpy tels que t(u)th (). 8SioyeH, ogeH, si cf'egenx,oln‘!mn’ F

et si o==corrcafar, on a

o= 0%(0,7) =0 (ol + 7, (2)(027) Ha) == (e () F 9 A o) Ha + 7, (A)
(o2m) g = ay(an(@) +(v,(A) Fra(A))(om)+e (mod RBi-+PBY)
car (o) tts ==(0,m)' 1 =(or)Hg ==ty (mod V'+ty P,
Done, on a '
Ya(Aa* Ag) = 7,(4)) -
(e+1)

si, et saulem3nt si A,(r) est congeue (mod P!+ R*) & un a,x tel que o,e H,

. Done

- Si #(o) est entier, on a Rat=Q;+Mq(K/k), ot R; est encore la

((q’)(q’-l-l)J . 1 iragg)
nde |H: H classes suivant Q7. Soit rq (K/k) le nom-

D'autre part, si ¢, n'est pas entier, tous les a(z) tels que éléments de 2,0My(K/k). On a ?‘!.t=pf'ﬁ*—-%g—) ot rr=(('ﬁ):(ql;l)]pf°
ar . At 2
a(:,-)—% soit d’ordre = ¢, (quand o est fixe) sont congras (mod #'a), e Hiro 1
ot leur y,(A) est le méme. On a vu qie Rs¢ se réduit a {0}. Done, : . ((g&)'(q’ﬁl)J
@)(q +1) : LS, St dboely a8
dans ce eas ry= [H: H | etry—=1, c'est-a-dire Tt Fe (%).(Q-‘IEI)J
;t_= ((ﬁ):('?ﬁl)] ; Il en résulte que
ht : . ; 1@ @ Fyym=t ©) (#1)) 4 m—t
; A +1
Si, au contraire, ¢ est entier (on verra d’ailleurs, que ce cas ne NE‘JTO[H : H J TI ﬁa=(ﬂ : H J no 3 | ""gﬂ
. an‘ - £ .
peut pas se présenter), Rrr= Q. D'autre part, pour que oc(n-)—; st Bionrpose rgg)= &y i gl e

() (2 1)
Or H= Vi ot H=Viu,. Done

m—1
i+
9=0

N Ty

d’ordre t(a) (o étant fixe), il faut et il suffit que a(r)Eu—:- (mod PR'n),

c'est-a-dire a(x) est déterminé (mod z%a). Done, puisque f; est entier, .
7.(A) parcourt une clagse (mod Q). On ne peut avoir 7 (A1*Ag)=7y,(A;)

('7) J'appelle cet hypergroupe Uhkypergroupe d'irrégularité de premiire
espeéce d'ordre q de Kk,
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Or g) estl’ordre de M(K/k)nQy, . Le quasi-polynome  de My(K/k)n@. m=1 -l
b ) ) @ - +-ng41vq -=n+2 vi(n —Nity) —2 Vi (M=) + Nt Vg =
est ﬂ)(lq(zi), '—1)= 1(9 (z:). Sily" est le degré (en z;) de ce'poly=— i—0 o, !—q-{-l
1(9) ; !
nome, on a r(g)=p9 . + va(m n;+1)—|—nq+1vqun+2w(m-nlH)-l*vq(nq-nq.l.,)+nq+w =
Mq(K/k) est isomorphe, quand il est organisé par la loi.de com- =0 ‘=° :

position
axb=a -} [b]fn,ﬁq .

a Gy jkmy» Un sous-hypergroupe M de My(K/k) ainsi organise est:
groupe si, et seulement si on a pour tout élément @ ¢ M
laly,, 5= "{a}:

Si 8y 1, ceci n'est possible que si M= {0}, Si 3;=1, c’est-t
dire si vg est entier, ceci équivaut a

S i (i — niq) + g ve=n 4 2 i (U — Vi)
1=0 =0 .

netion ¢ (v) a les propriétés suwantas

.,(;p) est continue et eroissante dans dans tout E'mterva!!e (01+ oo} -
J}ans Vintervalle (vg-1,vq) 0n a ¢'(v)=ng; en particulier, dana
'He, (vn— ;,+o<>) on a ¢'(v)=1; dou lim —2—1

'4 p>4oo0 Y

<ad>p={a}, = S1 Ion pose A =d¢(vy), quand v parcoust ansembk des tous les :

c-est-a-dire | rs 0, 1,..., ¢ @) parcourt tous les entiers divisibles par ny de
a? = a, valle (A—y=mn, Ao), tous les entiers divisibles par ny de Vinter-

ou By, By),. .., tous les entiers divisibles par ng de Vinlervalle -
a ey, 45 Aq), .., tous les entiers divisibles par nm— de Vintervalle

Ainsi, si K(qg) Am—y), tous les entiers (car nm=1) de Vintervalle (Am—, + o0), .

est le moindre surcorps de Ky par rapport auquel!
Kq41 est galoisien, on a - '
(9') L (Kq il K(g)]
La' connaissance des R suffit pour pouvoir déterminer les M;.!..
Posong les définitions suivantes :
19, Pour chaque nombre réel positif v définissons de la maniére:
suivante une fonction ¢(v) (18): i

It est & remarquer que

m—1 : m—1

_:4=n+2 fn;('w—vl_) n-—1+2m(nl-ﬂ1+1)+(1+‘vm—|) =0+1+vm—y

=

& est la contribution P dans la différente dgx de K/k.Aq=d(v,) est .
ngeur du segment de ladroite @=n du plan qui est compris entre

$(v) = g+ ngv ‘pour - V-1 =V =1y E des x et le prolongement du g-idéme cdté du polygone de rami-
e m—1 . on R de K/k, en comptant. le. coté horisontal (0,7n) (n—n0, )
ol, §q désignant le nombre supplémentaire 2 vi (i —nigy) de K/Kgy me ® ( 1)icme, 3
1=q i 20, Définissons de la ma.méne suwante pour chaque nombre réel .
bg = ﬂ+8—1 — 8q : négatif v et pour chaque élément p d’un champ de GaLrois une -
$(vq) est défini de deux maniéres: montrons qu'elles conduisent & la. Uup):
méme valeur de ¢(vq); en effet, on a ; a) Uolp) = g™ "
R ] i b) B3t désignant fa ‘classe & laquelle appartlent (mod 3]'5*) le-
$q+nqve=n + vi (ni — migq) — vi (ni — niy) Fnqu, = bre (d’ordre 0)
;—_—Zo' ; e 1% ag [ f(ﬂq)(wx)J A
(nq) ! I

=1 _ q
= 0 3k 2 ity ﬂ“+')+ﬂqvq=ﬂ+2m (8 =" Secqy ur tout v tel que vq—y < v <<vq
10 i 0 -3

Ll ¥t ! Tu(p) = Bla+H1 gk — gt o gle
('8) La fonction ¢ (v) définie ici coincide a facteur constant L p Uifp) =Bt i Bz (p)s
n
avec la foncton u(v) que M. Has:g a introduite pour 1'é¢tude des reste

normiques dans les corps galoisiens et shéliens (Voir Journ, of fac, of scién=
ces, Tokyo, 1934 t, 2, p. 477 —498),
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= g et si p==0 (mod Mq(K/k), ona 2+ (z,)(p) =0 et lo-
ndérant de = "®(y) est, comme on vérifie facilement,

2 0g(z, Np)rt0—n;

ro=pM; ng=plt .
¢) .
Unq‘ P)= z.;i"'I‘H. A"J(Zil) (P):

«ou 2¢(z;) est la forme du quasi-polynome de M,(K/k) obtenue comm
il a eété indiqué au § précédent.

,_Ezjq+11‘i(zl)(p)w¢(uq}£a Uuq (p) qu{"‘l} (mod E[;“"i"’q)-l*zj (3 ~ 0)_
Si v >0, Uup) est, daprés le § 6, une fonction additive

L lieu de = on prend un conjugué or de = et si

ID’ailleurs, si v > Ay, Udlp) est une constante. ' e=or-p(ar)! TV (mod g;i+v+8’) (¢'> 0)

‘Y, on a p=[=0 (mod M), on a encore
f(")=U.(p) (ov)*® (mod R0+ (e > (),
érons un A = («(r)) tel que wr (A) > 0. Soit

Ona: 1. Si v n’est pas un desv,, Us(py) n’est égal a U.(ps)
@i=p. 2 Si v=vq, (¢=0), Us(p)=Us(ps) si, ot souloma
L1= p, (mod My(K[k)). En effet U.(p)=U.(p;) (v>0), équiva
vertu de l'additive de U.(p), & Ud(py—p2) =0. Or, si v n’est
“des vg, Uu(p)=pPqp"a=0 n'a lieu que si p*a=0 (car By
puisque 7q est une puissance de p, que si p=0; quand v =vq
Uulp) = 279+1,24(2y) (p) = 0 'si, et seulement si %q(zy) (p) =0; or,
«Stant le quasi-polynome de Mq(K/k), la condition %q(z4)(p) =0 éq
2 la condition p e Mq(K/k). C. qa

Posons ='=# -+ Ar, et soit Ar =r.pr’ =7y, On a vu que

(w), ot soit que o e Gy est tel que (rx(rr) - 9:] =ty (A).
mw

7= ma(m)=orty(or)! ter@) (mod gt +or WHE) (s 0) oy
wr(A) n’est pas ou estun des v, , 7=7,(4) ou cy_(A) (%), done,.
dq

b T L (y) (Yo7
. o f9(x) ] iéme cas, y =z 0 (mod My(K k)=
f(n’—f— Arr) = f('ﬂ'[l'[-y)) =gn 2' m .,,.w.-—nyi: =, [.n.—n(p(y)]l Y. '{ (mo q( ) Mq(QK/k)) Done
= Vo) (1)om)? or W) (mod Pl D+ (¢ > ),

Le polygone caractéristique de = "®(y) est le polygone

Uo (0)(7)==0 3).
z ), dont les sommets sont ]l ®)

_ | résulte que
@1 0): (ﬂ—no ) 0)| ('ﬂ—"l’h ) ‘ﬁl_n); (“""n! sy Pa—n)yu. iy (R—nq ,
wey (M= =y, b= n)y (B—n0m =n—1, $u—n), (r, +

Le coéfficient angulaire du colé Lq = (n—nq, ¢a—n)(n
“$et1 —n) du R est vq(K/k) (on pose ¢y = o= mn).

L A= e ().
: _P ta; ™) "Lia; )= — Uny(a) (7, (A)) . T%a: ),
et, on a {(A;m)=u(f(="))=(wr(A)), car Uu,a) @) =iz O(mod. B)..

3

En appliquant le théoréme II du § 8 on voit que. UAm—TUAin) est la classe (mod. $) (> 0) a laquelle-
19, Si vq—y <v<vq, le terme préponderant de =—"®(y) est ,
' B 1= f('rr) Pra‘(ﬁ. )
it By -
g ! a"q = "M §

== U, (8) (7) (e7)4B;7) (mod. pHAm)Te). ensuite, puisque
N a ='==on (mod. P'+7) (#>0), et I'"=I. D’autre part,.

bas un des vq,y est déterminé (mod. 1€%) (e 0), done-
A)(7x(A)) est parfaitement détermine ;81 ox (A)=w,, le reste
B6°) n’est déterminé que mod. Mq (K/k), mais Ug(p0)=U,,(p2)-
‘est la classe de restes (mod BE) (e > 0) contenant Y.

done, celui de ®(y) est
L (nq) f
f(n Q)I(W) g ynq = f o ';: ) w"q+"q"p"q 3
q

=son ordre est ¢q+nqv = $(v) et ]
f(r') = B(y) = B9+ 6", 7#() = Uyfp).=*® (mod )1 ) (e
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~quand, py = p; (mod. Mq (K/k); done encore U, (ay(7) (8=, a)(r-(4) nest pas un entier et nest pas parmi les vq
- parfaitement déterminé. Il en résulte 20, " ‘est pas non plus parmi les tar; ;

Considérons un nombre ¢ > 0. Soit {= (). On at (A;x) > A -
-ot seulement si wr(A)=>1t" (I'égalité ayant lieu dans les deux form

on a deux cas -
alors re =g, =1 et my—1.

M¢= {0 =1=1v.,
-en méme temps). En'particulier, considérons les A tels que a(z) = 1 (m : { } i me= e,
et felsque £ (A ;7)> .M, est I'ensemble des tous los P A(I‘)— . @@+
e i) b=ty Alors 7y =1, ry= 2 80 J, et on a
By, 4 ) — T Uy () 1%, g errep
“Donc i : (q 224 0= (4)
me=|H: F L L
_ M. I=Us'(B;’) o “t . { 4 j Ye, ¢

“Calculons m..Ux(p) étant, une fonction additive de p, la corresp
dance p > Ue (p) est une homomorphie. Si ¢/ n’est pas un des
+Ue (p) = 0 exige p=0, donc cette homomorphie est une isomorphie

. A .
\pp_nso_ns maintenant ¢’ — vq; alors on a Re,e =M, ou M,+-2,
que ¢’ n'est Pas on est entier, donc, resp.

¢, si ¢’ n’est pas entier on a
#

ff.:t'=‘nq ou Wpﬁ'
Me= Ty .

Sit'=wq, ca.d t=0W) =2, Ur(p) =0 si, et saulement
. p€ My(K/k). Done ¥

g Te,p?

me dans ce cas m, =

. 1 (car ¢(,) n’est entier que si v, ’est),
ue :

my = (g2 0) ! -onn

A ng P

*Quand ¢ parcourt la suite des entiers > n, il est visible que ¢’ p
court toutes les fractions de denominateur 8n, de Vintervalle (0
toutes les fractions du dénominateur &n, de lintervalle (ve, ), .
toutes les fractions du dénominateur 8/n de lintervalle (vq—q, vq), .

o= e, v =MNq,
/ @ (g+1)
| }))111{9;(_;:1) sﬁr(?;)ngli lu;,r(ur) vq pour tout v eV — 'V, que t—vqatqr
(H H)=(V: V)=re=rp,

tous les entiers (car mp=1) de lintervalls (Vm—_y, vm=-4o0). Il ‘8i ¢ est entier, on a

résulte: 1° qu'il n'y a qu'un nombre fini des ¢ non entiers tels q : et i " g
-t soit entier ; 2°) un v n'est parmi ces (' que s'il est entier (car 3¢ B § PR e T ® e
premier & p et 7g, M, .o, Ng—1,Ng, ... SOt puissances de p). E ~ Donc ' -t Ot

suite, si ¢’ est entier ot n’est pas parmi les vg, Ry est un surmoduls ) si: {
@) Si ¢ est tel que ¢ n'est pas entier, on a m,

i
-=-—# (ce qui
; £

al, si t'= __,l _1._ 3 3
ég I, vy, aussi 2 oo f car si v, est fractionnaire, on
=y,

b) Sit est tel que ¢/ est entier, I—}f”%=?—’:"'—l o e %’),suivant
que des t' n'est pas un des ¥y ou tl=y,, i i .

Prenons maintenant un A quele()nque mais tel que (A ; «)> n.
018, s %(x)=y (mod ), on ay =i Done il existe un o € Gy tel
5’— =7 (mod B*), donc o, (A) > 0. Coci posé, ‘soit #(A ;x)=¢, S

=7 =1, T(4) est une traslation % qui est un éléme
nt de M., done,
‘comme u=—1IJ, @¥(A).T% , on g ¥f(A) € Re (ou t'= wr(A)). Soit

de Ry,p=0;. Done re= = Y_ ph. Comme m: =ry on a me=0 (mod p#).
"

~Or, evidement M, E9Qy, done ph=0 (mod m.). Dot m,=ph, et
e =1tpe, 6l Re=Rpe.
11 en resulte que
gl 81 0 (o1t ST RIS, tn ne peut éire entier que s'il est parmi
iHles vq. :
2% Sit=¢(t'), o t' est entier, n’est pas parmi les vq,

me T4
M = .Q ] e l = .
o ) T,

“G(m;¢) est transitif et son élément reduit est 0; he= 1.
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£ 1. Soit P le pole de A pour = et {. Alors
Oy ,(O)—T =(—1)T —P)
mais, d’autre part
Py, x, AT) — T =—TUs(y{™(A)). T .

1= Bi + Ai. Alors, on peut choisir les A; de manicre que, si

) on ait Bi(z) =1 (mod ), On aura HBiy Ai(m)) = nti.
(ARG =4(), on & wasBi)== 0 (B.) >4, Donc Aq of Ay,
les mémes v, pour j <Ci%. Or lif i — 4 o0s, Done, a partir d"un
7; Sera le méme dans tous les e (), soit 7% Si 'on pose

=

— o + oo
Done I' est dans la classe polaire, c'est-a-dire ' =P (mod M a(z)= > Y | ot A= (a(2),
si, et seulement si y™(A) =0 (mod R¢). Et, d'ailleurs, la ,distance p Pl >

e OOPB) s
_T:E— .Te | ; HA ;)= Min (n i, ((Ai; 7)) > n+i,
_@_el_cunque-, on voit que {(A ; #)= 400, e’est-d-dire m—>A
a_,f?tomm‘phia’me de K/k, clest-a-dire un élément de Gy,
tout: A tel qué yhitoo 41 g un t(A ;%) fini, oh voit ;{;{;‘;
'k ) parcourt 'ensemble des racines h+miéﬂ-f-‘f de l'unité dans @ ,

Posons r(_g)l = (h, p"—1), A chaque {>n on peut faire corres- ()= wa(r)

pondre un diviseur x. de r(,g_}, tel que pour qu’il existe un A== (o

avec a(x) =y (mod ») tel que {(A ;=) >¢, il soit nécessaire et suffisant
At

(x“ ’ E)

c’est-a-dire "t ) =1), et Rit ™= Ne OU

que y#t =1, On a h; = (car E(A)=1 si, et seulement si y' =

h $oo =1(K/k,)

o4
Bl
=0 : . r— (kaﬂ')

At
!T}
pas dans la classe polaire. En effet, on a yu que dans la premi¢
hypothése il existe un A ayant le méme y, tel que T(AXT, =T c’est-
dire #(A ;7)>t. Kt dans la deuxiéme hypothése on a {(A;«)=¢ pour
tout A tel que E(A) == 1. b

On a %4 =1); /& peut s’interpréter comme (Ko; K@), ou K@)
est le moindre surcorps de K_,=Fk par rapport auquel Ky est galosie

Soit t®, ..., %) tous les {, tels que hs+ 1, écrits da
Pordre des grandeurs croissantes, ¢, a. d. tous les { tels qu'il existent
des v,7 (A) en dehors de R;. Quand ¢{> £, % reste constant; appe-
lons le ko . '

suivant que I'; est ou n’es

Appelons I, le nombre d’éléments du systéme  d’intransitivité de
"5 ¢) auquel appartient T,. Définis
ombre ¢. de la maniére suivante -

I,
L'\’u) lL_'n = W——__'

sons pour chaque entier ¢ > uh

. 1 }
b) Si t=¢(t') >n et si ¢ ast entier, ¢, = -r-;,-'-
¢) Si t=¢{t)> noet sivt! n'est pas entier; ¢ =1, .

o _ Appelons indice canonique de Sf(x) le. produit
) ey, = xrﬂ hyr= Py Byy oo Byln) < %gln) 4 1 =Py(0) Ry(1)wclegla)iot o ik
2 <t : I = H 4:: .
, : 1 HE r(_glj . ot
Pkl 0 II h,i‘) = m : Ce produit & un sens, car il 0’y a qu'un nombre fini des ¢t quine soient

=2 bas do la categorie ), et si t = $(') > n avec t' entier, on adi=1

: des que ¢ n'est pas parmi les nombres de ramification de K/f.
On a, d’aprés ce qui précéde :

Les résultats précédents montrent, d’ailleurs, que rE), ot les

@ détérminent les /i, . Considérons un y tel que y*+® =1. On peuttrou—
ver unesuite Ay, Ay,... des A: telle que £ (As; 7= n--i et que o %)=y (mod x)..

1. Si t>mn n’est ni un Vg, miun (O g, = T,
Yo

~ Mathematica X111
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2. Si t>mn est un v, , mais n’est pas un t(‘), dr=

3. Si t> n n%est pas un v,, mais est un {9, on a ¢;=hit —
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(%5144 terminer 1e’s M’ il faut voir ce que deviennent les U.(p) quand
e ?-(qw . de 7 & B Le polygéne R restant le méme, on a que U.(p)
re asse (mod %€) & laquelle appartient
e - '
8 fe o' %) I(r+ pr! +0 om)
(V) 2% #2(v)
Vooy < ¥ < Uq,
[ 3 g1
mei __[[ ‘l'_'BH‘(G))'II H(—ﬁ,(g)) pll= _h"nH H(——ﬁﬁ(ﬁ))P”q-
-2 " =0 0D =0 () G+1)

: hity 7,
4, Si t=vg=tD>n, on a ¥ = ;SE?;%'
_ pf—1 s Aol
5.y BE e
Done
m-1 7 e (@)
ORI B T Y0 G 16
I=r¥ ) Hh;(a) N r9)
g=0"q i=0 9=0 q
i | 1

= PR koK kg)  (Kikg)’

<’est-a-dire l'indice canonique de f(x) est egal & Uinverse du dégré de
K[k, . Etudions maintenant comment varient les M et les @) quand
passe de =~ & un autre nombre =’ d'ordre 1 du méme corps K. So
! =y oy f .., 0% Gtant des racines plv—119mesdel’ unité ou desz

iros, dont a?=1. Soit que A =(a(w)) et que a(m)- %_r =y _(a_vr)‘o—: (mod. Pite)

e>0). Posons A= (;(:c)) avec

m', a?(wr N=q,ma(m) 4 o,m?a(m)2 4. . .
«On trouve

'l (r ) —om'=e, [ra(x) —or] el (ra(m))e—(ar)2]4-. .«

=2, [ra(r)—or] (mod PB.(ma(r)—ar)).

7@ " (KT o (Kkg)

- Désignons par par U's(p) ce que devient Uslp) quand on passe
L @ en conservantp. Sj 'on change p en o "p et si l'on reme
™ par aywtagr?t - oo Bi(0) se divise par ali et

e 0—1

|

Us(p)=a "M U, (p).

-~ UE=JTa- T TT oy TT to—suap.
3 oeT -V =0 ()(i+1) (@
G oeV—V ocV d

e multiplie par &, quand onremplace n par ', ot p—B,(e) se

lie par a; Y= "quand on remplaceaussi p par o "9p. Donc encore
Done ; 9-—21 |
i T g or! agor “fom')t e il s
a(r)— e oy ylon) = =oon) (E'n-"'] (mod $+*) e =0 P g ¢
or e Us(p) = o5 "0, p).
o' = ayor (mod R+, - Ainsi, soit £=¢ (#). On a
done '

;(?r’)—o—:; = o, y(or')! (mod Pte),

Désignons par R'e, M's, t@ les modules et les nombre rélatifs a.r
a', Il résulte du résultat précedent que, si A°=(ajtogxf - - +),

R'o=E'(A*)Re, o0 E'(A")=0a;",
LY ),

R't»‘=¢|_f Rt' "
’ r 1 s ’ ‘—t' b =
Uy Bt =0, (o; R)It=aU, (R,)I"= ot M=§ATM,
Il en résulte, en particulier, que si ©(A*)> 0, on a

M, =M.
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RQUE : Tous les éléments de K/k qui satisfont a la seule

On & vu que si't <{(A";=), on a 'BisensTEIN réduite qui définit ce corps se déduisent évidem-

E(AY) . M= M. I'un ﬂ-’eux par des automorphismes de K/k, c'esta-dire par
Done, of 4 T ot nts de -G-K,:kg. Done leur nombre est
ALY (K:zcg):-i"—-

Ceci permet de démontrer le théoréme que nous avons énonc

Théoréme 1: Parmi les équations d' Eisenstein équivalentes d’u
équation d Eisenstein donnde il y une el une seule qui est réduite.

DEMONSTRATION. Supposons que ;= A (w) satisfait & une équa- :
tion dont les I't pour t<<n-+i soient réduits. On peut trouver un Bi
tel que {(Bijmi)>nti+1 de maniére que T'niitr soit réduit pour
Bi(mi) = Aspi (), ot Pon pose Aip=BixAi. Comme les Mg pour le
£<t(Bi;=), donc a fortiori pour les { <n-2i, sont les mémes pour -
= et pour mipl, los Dy t<Sm+4, restent encore réduits. '

De plus, si n+i>t@), on peut supposer que B: est tel que
o (B:)> 0. Dans ce cas, si, de plus, n.+i> 451, on a o(B: Y>> t— by
c’est-a-dire o(B;) > +oc0. Done m(r,LL—-r.)-—»-l—co, et la suite =, m, =
Tl 5 ee.yFiyes . CONVOLgs vers un «'.

Choisissons A* telque A=) ==". Si I'on pose A°= Bl A, on a
(B ;,m}>n+a+l done les I'y pour ¢ =mn -1 sont les mémes pour
m; ot pour =°, ainsi gue les modules M, des mémesit; il en est da

Etudions maintenant les propriétés d’une équalion réduite. Soit
o
fl@) =ar--"S' B Xe=0

gquation réduite.

oréme II : Soit n, = pla et soit que Jo=> 2o+, St est un
- ordre j en p tel que Ty 0, ow bien t est contenw dans Uin-

. _'ferme’
(bq+ ‘Uq (ng—p7)y Aq=Pg~+vq2)
ongueur plv, < pioi

si(p=1)

DIEMONSTRATION. Par définition

soubiendl est un des ;i (i=q, g+ 1,...,m).

w; = Min [wit: 4 E , #]
t =|=0 (mod, p/t1)

méme des nombres (@), douc aussi des hx(‘) Par conséquent les I'y Iy 0.

pour {==n -+ i, de @' sont réduits,” Gomme 4 est arbitraire, tous les
T, sont réduits et =° satisfait & une équation réduite.

Supposons maintenant qu'il y ait deux nombres = et =° de K/l
satisfaisant & deux éguations d'EisensTeiN réduites distinctes. Comme
ces nombres satisfont 4 des équations d’KiSENSTEIN, ils sont tous les deux

d’ordre 1. Donc, on peut trouver une transformation A° telle que
x = A'(w), On a forcement #A°; ) <= + oo, car autrement = ot = salis-
fairaient & la méme écuation. Donc pour = et =* tous les M« pour 1es~

b==¢#(A"; =), ainsi que les £, sont identiques (). On a
@, A';w(rt} = Ty pour ¢ <t(A*;m)

Done si 'on aurait I'ss: 0 pour un ¢ << ¢y+vq (ng—pi), le point

—p!, wj—n) se trouverait au-dessous du polygone de ramification R,

> qui est absurde. D’autre part si (> A, est divisible par pi, donc

T pladl =ngpq, il existe un entier ¢’ tel que t=¢ (). Si, de plus,

‘est pas parmiles Aq, c’est-d-dire ¢’ n’est pas parmi les vq, on a M;=Q;,

- ‘est-a-dire ’élément réduit est 0. Donc I'r=0 et tout est prouve. N

ConstQuENGE: ST £ > Ay, Te= .

g e

i ~ Théoréme 11l A, dtant entier, soit que M (zf—1, Zjat1 Aq (%)=
.Fp.ﬂ (21) 2{at1 Aq(z,). Alors le degré de pq(z) est fo —logp 7o, et

ot " & e
Dy ayw (Cyas my) F Dy =y - 4 "“'3 quasi-polynome de I'“8q Ma-est mulliple de jrq(2).
Done @y, &% ~(Fygas ») est un élément du systomo  d'intransitivité _ Disonstration : On a que Ry ='Qp,; done T3y My ‘= U, (Ri)
de G(m#(A ;7)) contenantTf{A ry différent de Ft(A ). Comme ce sys= -est un surmodule do M = 2fqt1 . )Lq (%) (R7). Or, ‘on'a PUUI' tout ’“EM

-

me ne contient qu’un seul élément réduit, un des i3 1(A5myr i, th‘z(A n})' 1 4(z,) (m) =0 seulement si w(z,) Zatiy, (2,)=0 (mod 2/ —1), c"est-fl. diza

ne l'est pas, contre I'hypothése, ce qui achéve la démonstration.
(20) Car, si t(A°;m) >0 eb si A=(eg+ 252+ L) on a aft=1,
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. Car en effet, on a, en explicitant cette formule,

e
si p(21)=0 (mod p(21)). Done, en particulier, le quasi-polynome de= 0=y~ 24— ?)T,

¢)¢*q+"q(ﬂq'_pf)l m A
A(x) == (mod ),

voit bien que si E(A)=y %Y~ P)p], T(A) est une homotétie
Qg par rapport & 0, qui est ainsi le pole de A.
Enfin, si ¢ <%, on a, si y%@ =1,

-
=% ,Ma, est=0 (mod Pq(21))-
Enfiin le degré de pe(z,) est égal a f; moins le degré de-

m(zf._ 1, 24(21)), c’est-a-dire & fy — logy (y)-

Théoréme 1V: Le dénominateur de t, est une puissance de p dont”
Vexposant est zéro si, et seulement si t, est un nombre de ramification

: —tM; =M;.
& t t
entier de K[k. St ¢(t,) est dlordre § (g >> ] = jor+1) en v, d(t,) se trowve,. : L
quand il n'{zst pa: E:ri des A, & I%fff;ﬁeui dejg’z-?;d)srvazl’ie (a:,wert) Il en rosulte, puisque on peut prendre y tel que y~* soit une ra-
i ' %(9) ! 16l tiiops 10)] )
(‘f'q:"*’ﬂq’(ﬂq!'—'}”)r Ayr = ¢y F v g ) e m ~ 18fe. primiive.de Jun §6, qubMespimd (mOd m :
DEMONSTRATION : {, n’est entier que s'il est un nombre de ramifi-- - que t(m;—1) =0 (mod. %(g)).

Cation de K/k, car autrement on a Pltq th Pos = Q. D’autre part, $(fp}+
doit étre entier. Si #(ty) est dans l'intervalle (44—, Ag) on a é(t) =
4’(‘(}) g ‘;’q'
ﬂ-q’
est diviseur de n,= p/a’, ¢’est-a-dire une puissance de p.
Si t est d'ordre j en p, et si ¢ << «ﬁq:—!-uqr(nqr—pf). on doit avoir-
M ={0}. Car autrement il existerait un ='= = (mod P?) qui satisfairait a
une 6équation ayant soit un autre polygone de remification R (si
t < dgt+vg(ng —p/)), soit un autre A,(z,) (si ¢t =4, 4 vi(ny—p’)), ce:
qui est impossible. Si ¢(f) > A, , sans étre un des A;, t est entier qui,

n’est pas un v, . Ceci montre que (f,) est bien & lintérieur de Iin-
tervalle indiqué.

Voyons maintenant quelles simplifications subit la théorie ex
posée dans des cas particuliers:

- Tout d’abord il y a deux cas ou les systémes d’intransitivité de
- G(f, @) pour t>n se réduisent certainement aux classes (mod. M)
- 4 savoir le cas manifeste h — 1 et le cas de K/k galoisien. Dans ce
dernier cas les #; n’existent pas (sauf fy= -+ ), done si K/k est
ga_loes:en M¢(¢r)— {0} quand t" n’est pas entier, M,y = %, quand S
- ¢est entier el non édgal d aucun des vg, el Ma, est Pensemble des raci-
~ nes de Véquation pg(z,) (x) =0, ol pg(2,)Ag {zl)_ zp—1 (¢ =0).

=@yt ngly , Cesi-a-dire ¢, = ; donc le dénominateur de g,

1
I_m) st, et seulement si K/k est galoisien.

Un cas remarquable est celui o K/k n'a quun seul nombre de
- ramification effectif non infini v (c’est-a-dire si v =0, n=h=1).

2 , _ = Posons A = ¢ (v). Deux cas se présentent :
Théoréme V. Si t19)= ¢(#?"*), 1° Les denominateurs des t@) son:

19 vy = 0. Alors les systémes d’intransitivité de G(n, =) sont les
Prsdunebs e , ‘o Tesposgyy wWyet iy UGS (0" est un nombre: : ‘classes suivant le groupe multiplicatif des raeines Ml iémes de
de ramification entier de K|k. 2°. Si £9) ost dordrejen p (19> 12jq 1) e %k 5 (h, pf—1)

Punité et V’ensemble {0}. Si t>mn, on a M;=%;,. Done P’équation

(9) s
U7 se trouve, quand il n'est pas un A, dans Vintervalle indique B liite cst

fermé. 8°. P¢ (b = 0 quand $,tve(ng—p') -est entier, =
T\ " p

etant un nombre quelconque de K d'ordre | et A éiant une transfor-
mation quelconque telle que (mA)=¢tva(ng—pi) et que E(A)F1.
40, it <t@, tme—1)=0 (mod. q)),

DfmonstraTioN: 19, et 20, se démontrent comme dans le théoréme- 1
précédent. 3% suit de ce que U/, (7 'o=U, (p) 7, on == y= (modw

:x:"—l‘-rT::O
ot I'=p' (1=0,1,..., (h,ph—1)—1). C’est le théoreme cité an
5] 1
§ 3 de M. Henser. On a ici I—W:i—)-
20 0. Alors h =1, n=1p}, on a M;= {0} quand ¢ =|= 0 (mod %)
est < A=n(l-+v) et M= quand £t> A ou £=}“O (mod m). M,

est I'ensemble de racines de p(z))(x)=0, ou p(z,) A, (z,)= Sﬂl(zf-—l A(zy).
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'FFJ

== yle

1

On a ici Fsmi=mg -, et to = + o (car (K: k)
D) A — 1))

L’équation réduite a la forme
‘—E (I:_J] S E[pj]

WA
g=1 piF o(pl =PI Q) =i <pl 4 ofpd -
¢ =0 (mod pi=a);
i=/=0 mod pi);
pi < vpl

i B (Pi‘-Jm‘ - pl E(!-%J;: "

1)

pia=1y;

> I'im
= pi T o(pl — 1);
I‘—-I-—ﬂ (mod ff‘-l):
ou ¢=pi 4 vpi;

Un cas particulier remarquable des cas précédents est celui oﬁ_

‘l{ﬂs. est primitif. Si v==0, n="h est premier. Si plr=1 (mod#h), Kk

I= % e NE et 'équation réduite est

st galoisien, (K: k)

xh_piE:.O Ol‘_]_'.‘::o.,iun )h_1°

Si ph=|=1 (modh), K/k est non-galoisicn, et EU—K lei listola(arn

l’cquatmn réduite est

Si v> 0, deux cas peuvent se présenter:
o) Z="1"(mod X(z)
Az) a la forme z,—wP,
Ma X M@K, =0y, , o MEK/E) = {0; 0, 2. 2

olt ‘weQpyy Ma=Mpute se définit par la

= p. et 16 _Iu_a_tin_ri rédoite a la forme

4 B i_ i—p B l
prolp '—l)‘:z p(1=v);
i=|=0 (mod p)
ou i=p(l +v);

dci I:l';—l, n
T n

P(1 4y st Pelément réduit de sa classe (mod Myq ().
2
b) zp==1 (mod Az;)). Alors K /> est non-galoisieny: & = Kyt 1= 1

et :My=84 (parce que si My existe, A= pi(l14v) est entier, donc v
est entier) et, en genéral, M, = {0} ou @, suivant que ¢ est fraction-
naire ou entier. L'égnation réduite est de la forme (1), mais-aveec T' =0

Alors Kk est galoisien et v(X(z1)) =% y

(p—1)wh On a
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s ,le dernier signe X il faut prendre la_limite supérieure

qui e§t dit aci sur les corps primitifs résont complétement le
0sé par M. OBe: trouver une focme normale pour les
BisensTE(N primitives, Toutefois, la forme de ’équation réduite
vons donnée, tout en étant trés logique, n’est pas la scule
rtout dans des cas particuliers Ainsi'M. Ore a donné pour
ion d'EisENsTEIN. de  degré. p une- autre forme (qui se déduit,
facilement de la notre), o il fait disparaitre tous les 1Y tels
p) sauf Uy o ~qyo M. Ore a donné d’ailleurs dans
iculier (7= p) la condition pour que K/k soit galoisien,
 différence fine entre les équations d’Eisenstein de degié p des

et b) (I =319~ dans le premier cas, [ =1 dans le sécond cas)

pas se voir clairement avec sa forme canonique,

+ieo 3
NK,I}: (TI:) =illn = 2 . Tm: e .

t'=1

Considérons l'indice .7 = g1 II ViR Oa voit que 7 est un
- -En Er.'f’
" e D
m—1
ur de ]:[9";’), donc aussi de (K:k), et quil ne peut étre égal a
q=-1
k) que si tous les 3, sont ==0(mnod n), ce qui a lieu si, et seu-
. i K/k est hassien (voir ma note C. R., 8 Jmllet 1035 et chap-
ma thése), c’est-a- "lre si pour tout g= 0 by ogm— 1, v, ‘ést

et vy =vq-1 (mﬂd En particulier, si K/k est galuisien,

_ ?’*‘q(Kﬂ J)
T = (K k) si, et seulement si K/k est hassien, et dans tous les
(On IR ST E) '

~ Considérons le ‘groupe “de Tacact Hip de K/k (clest-d-dire le
pe multiplicatif de normes par rapport & % des tous les nombres
nuls de K). Soit A, le rayon de p* dans k. ‘Soient Hy=TlgnnAy;
Up, Uy sy Uy tous les entiers > 0 tels que Ay Hpo = Aupgr Hie,
qui arrive si, etseulement si (Huy 2 Hupr) = (Byy Ay1) =ph), et soit

Py

Vji= (Anj Hir : Au; +rHigR) = m
uj « Pl
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0 et Un corps primitif non-galoisien K/k a le groupe Hyy d'indice 1.
Posons, de plus, u_1 =0 e _

wombre de & est norms par rapport d k d'un nombre de K,
‘On peut encore préciser o théoréme VI. En eftet,

Ag: A)  ph—1 |
vo1=(AoHxk + Ay Hgp) = E‘Hz : H:) * les restes

Il est bien visible que p) des b des @ ¢ H, forment un sous-module pu de Q,

quand
1% 0 = uj(j = 0) seulement si My 1 g =€y,

ph
20 % (§>0) est diviseur de (%y: My(y u))= -

mu(1+uj! i
39, v_; est diviseur de (Q},:Eu)mfpf"—l, h). 3 o

Il en résulte la généralisation pour le cas non-galoisien (et u
nouvelle démonstration pour le cas galoisien) du théoréme de M, HAs_
sur les restes nomiques :

! . n(14u) * D’ail~ -
B=Ujy (¢ 1) =vj, ot 8i % n’ost pas un uj, py= Q. Se -

ant la mode de formation des M:, on voit que ceci permet de
tout au moins au sous-module Wy de tout p, 2 partir des .
. D'ailleurs, si K/k est un corps de classes, on a p, = Moyt 4-u) » -

sl
badire, si B, =T 11 (5,

S L
- ”
Théoréme VI. N R Fag—a_, X Mg (ka)::M“(ka)XB;I RS I T
a) Les w;j sont parmi les nombres —i;;l. : z
o7, 3 i\q
7 O =1 Na)), g BB _ " B r?B
e e el R 7 ' 3 "xq—‘:__l {ﬁzu(modMq) }aeﬂfo i
ol Mg (K/k) = { 1 B A}
En particulier : (Ap: Hy) | 7. Bl Bhlpf b
Done si K/k complétement ramifié est un corps de eclasses, done B = g(mo p‘Aq—d._l ; )

(Ag: Ho) = (K: &), on doit avoir (Ay: Hg) = 7 = (K : k). Donc, un corps:

n
de classes est hassien.

- Il est possible de préciser encore plus la liaison qui existe enire -

La condition (4, : Hy)= 5 exige alors que tous les nombres i —f—'—___j pour les a tels que [%{Jz i
q AL
T a

Aj e A_l

soient des wj, c’est a-dire que wj=— , que pour tout F=>0n

rrive ainsi 4 une formule qui fournit un analogue presque com-
on ait

Pune formule de la théorie de la ramification quej’ai énoncée au .
Il, A de ma thése (formule (8)-de la p. 68). La démaonstration .
deux formules se fait par des méthodes analogues et, d’ailleurs,

tes de celles de ma those et de ce travail. Elle sera publiée -
un travail futur,

Je ne peux pas insister iei
tirer des résultats de ce §. Je d
roblémes qu'ils permettent de
dans lesquelles ils sont susceptibles d’étre généralisés.

@) Les résultats de ce § permettent de résoudre par un nombre -
'opérations univoques (c'est-a-dire ne comportant pas des choix
traires) la quéstion : les équations d’EisensteN fi(2)=0 et fy(2)=0 sont-
les équivalentes? En effet fi(®) = 0 et fo(x) = 0 sont équivalentes si, et
ulement si leurs réduites coincident. Ft la réduite d'une équation

g L NED)_ iy,

et que viy=h=r_((K/k). Cest le Fithrer-Discriminantensatz de M.
Hasse. On peut tirer du résultat qui précéde une conséquence pa
culierement frappante, concernant les normes dgns les corps primi
En effe!, si le corps primitif K/k est galoisien, 11' ?.st cyclique de de .
premier, donc corps de classes. S’il est non-galoisien, comme on a yu,
7 =1. Donc on a

sur toutes les conséquences qu’on
ois indiquer toutefois quelquesuns -
résoudre, ainsi que quelques direc-

Théoréme VII.
a) Un corps primilif galoisicn K/k est un ccrps de classes. g
est d’indice (K: k).
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d’EsENSTEIN f(2) = 0 peut 6tre formée par un nombre fini d'opérations
univoques, parce que, tous les I réduite pour ¢> A,,_, é&tant nul
et Ap_, se calculant par une méthode univoque & partir de /(2)),
n'a qu'a caleuler succéssivement le nombre fini des I', réduits po
t =4, 4 ..Ces Tene changeront plus au cours des réductions suiva
b) 1l est visibly que le nombre de corps ‘B-adiques K/k (pour
fixe) de dégré donné est fini : en effet, on a pour un tel corps

gomplete de la théorie des corps de classes locale, du moins pour l‘?s
corps galoisiens de %). Examinons pour chaque loi de la théox.'le
cale de corps de classes I'analogue partiel qu’en fournit notre théorie.
A) Loy d'unicité. Conducteur. Nous avons vu que, Sy étant le -
jsteme d'intransitivité de &(r, #) contenant ['; et m étant lw racine do
équation d’Eisencreiy réduite définissant K/k, la donnée des S
=n,n+1,..., + ©) définit certainement K/k (& conjugaison p::es).-
arcerue définit son éguation réduite, D’une maniére plus précise,

: f (e E -y o Ia Ly L))
a,,,_,sa{.k)+mogbK.;c)+p— : —-(m){1+eo|ogp(K.m+p——-___ el

—1

. Sty Snd 5 'eivs Ogiam' 1)

fie < (K :k)peut prendre au plus (K: %) valeurs. Pour chague valens : ! / (dan . |
4 fion 1Ly a au plus, d'apres ce qui précéde (Il est & remarquer, d’ailleurs, que A,y peut se calculer & parh'r.de.s
:, en constituisant le polygone R de Péquation réduite, et, qu'ainsi,

1 - n certai bre Sn, Sappg,... , Si des S¢ conséeutifs étant donné,
fof}{ﬂc-(l(:k)cu{log;r(li:;'f)‘f'_;—lll Tofkmeo (K i k) . j‘; ;;Tl‘ltta];avr:)??s;ei >ﬂé(ﬁ\jnljl))- Clothd maiiG fdo RATINOLANESE IO
¢ A .!.s’- des 8 (qui soiit bisn des objets dans [) fournit une sorte de
Fuficpe (K giit) —20 - foeo(K : k)2 Joto_ (K : k)2 d’unicité, mais qui n'est pas intrinséque, parce que dépend du chox,
P 1}_1<(J{:};) 1!;7 o ¥ tés artificiel, d'une équation réduite.

Nous dirons que deux polynomes d’Eisunstey da degré n dans
. 3

‘équalions rédaites, deéfinissant K/k de forme voulue par rapport af - ; : ; 5
; [ ‘;:1 F i@) ot fo(x) sont congris mod p* ou appartiennent i la niéme clase
1 T

AK/k)-1. Done le nombre des (K %) de degré » est au plus n(ﬂpm)’dﬂﬁ
~done fini, : |
Les résultats précédents de co Vet des §§4, 6, 8 permettent de caleu
ce nombre (que nous désignerons par S(k; n)). D’ailleurs ces resulf :
permettent, en supposant connue la structure d’un nombre fini des a '
de calculer d'autres constantes caractérisant les surcorps K d’un
donné, par exemple le nombre des co; ps K/k ayant un polygone
donng, la nombre P(kin) de surcorps primitifs K de degré reélatif
d'an % donné ete... Jlexposerai ces applications de la théorie dey
loppée dans un travail spécial,
¢) Les résultats précédents fournissent une vue d'ensemble de fous,
les surcorps complétement ramifies d'un corps dommé (p-adique) F.
cela ils semblent étre d’une grande importance dans toutes les quéstion
ou il s'agit de savoir s'il existont des corps possédant des propiété
indiqués & l'avance. On peut dire plus : les résultats de ce § donne
une généralisation partielle pour les surcorps complétenent ra
d'un corps % de la théorie des corps de classes locale (qui, d’ailleun
est certainement extensible aux sureorps gueleconques d'un corps loca
<ot qui semble pouvoir étre completée Jusqu’a devenir une généralisati

mod p”, si fi(x)—[5(x) est d’ordro total >n ‘- £, Nous dirons qu’Lin ensem-

d’équations d’Ersensteiy de degré n est définissable mod p* si toute
: .
I'_uation, ~eongrue  mod {JF 4 ‘une équation de cet ensemble, en fait

partie. Etant donné un ensemble S d’équations: d’Eisenstrin - de  dogré
' D ¢

@ définissable suivant certains idéaux de la forme p7, il est qfnf:ure

3
définissable suivant leur plus grand commun diviseur fs= P qui
era appelé conducteur de S. Les résultats de ce § montrent que l'en-
emble Si;x de toutes les équations d’Ersensvein définissant un corps
omplétement ramifié K/l; de degré n est définissable suivant les mo=
dules de la forme indiquée, et que son conducteur est

m—1 i
] ) = R 2 —asy B (S 0, (00, )
2 T[{,rrt ST p = = {‘B = 1]' q H

Sk possede une sorte de structure ,arboresecente régulicre®, c‘est‘-ﬂ-
re f(x) étant une équation de Ski et B! étant un diviseur de frcme s
nombre d’équations de Sk incongris deux a deux (mod PH) et
gelis & fi(@) (mod PB’) est:le méme quelque soit f(2) e Six, a
psavoir I, .
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- conducteur de K/k. A remarquer que si Kfk est un corps de classe

= divisible par fgu. Si deux surcorps K et K’ de I appartiennent a

- § indiquent certaines propriétés que doit posséder un systéme S pot
- étre un arbre normal: a savoir tous les f(z)eS doivent avoir le meém

“les ¢ et les i doivent étre les mémes pour tous les{f(x)e S ete. Mais il
| pas un arbre normal,
: mettant de former par un nombre fini d’opérations tous les arbres nore

- mauz  d’équations d’EisensteN de degré n donné, définissables suivan
~un module | dommé, c'est-a~dire donnent une sorte de loi dexiste )

~wey Ungg=y définit G(m, » +14). Done, si 'on sait que Iy, Taga ), F.,.H.:

SUI LA PRIMITIVITE DES CORPS B-ADIOUES 175
On dira que K/k appartient & Darbre Six de k. fiy sera difffde ramification. Les autres systemes sont les ,commencements“ des
iquations d’EisensreiN définissant les corps d’un plus grand conducteur.
. Pour déterminer G(n; n 4-i) connaissant les I, iR o P
| suffit de calculer M, huyi et la classe polaire Pppi. hysa se calcule
irectement, parce que on connait les %, j <n+i. Pour calculer
Iz et L,qi on commence par caleuler tous les ws et les byu que la
gonnaissance des I'y, Tppy ., Thgaly permet de calculer, et par con-
struire le polygone de NEw1on rélatif a ces points et au point (n,i+1).
Lavant-dernier coté de ce polygone coincide avec un coté L, du
olygone de ramification de tout corps défini par une équation réduite
nt les I'y, j <n+i—1, indiqueés, et le coefficient angulaire du dernier
¢ de ce polygone est < v4qy (K/k) pour tout K/k de forme indiquée.
donc cela définit v tel que n + i = ¢ (v) et la fonetion U, (p)- Si
fi+1i—=A,, cela définit aussi M,(K/k). Pour déterminer R, et Ly,
il suffit de développer en série de la forme wa(n) tous les om
od 1 ++€) ou (mod PUITIFE) (6> 0), suivant que £(0)>v ou
(6) < v. Les considérations précédentes prouvent que la connaissance
Ty, j<n-+41i—1, définit cette partie du développement des omw,
ton la forme effectivement par la méthode semblable & celle do
tUSEUx pour les fonctions algébriques. Connaissant R,, on a M,ii=
.rm-H U;,- (Hv)‘
. Une équation f(x) =0 définissant un corps K/k étant donnée, on
tme Sgs par un nombre fini d’opération. Il suffit en effst de former
§ transformées de f(#) par un nombre fini de transformations de
CHIRNHAUSEN, p. ex. par celles de la forme

son conducteur au sens ordinaire est la moindre puissance entiére

méme arbre S, ils sont conjugués par rapport & k; en particulier, |
K/k est galoisien, il est I'unique corps appartenant & Sk/k -

On a montré que ’arbre S peut se caractériser par une branch
réduite.

B) Loi dexistence: On a vu qu'a un systéme d’équations d’Eisens
t
sTelN d’un degré m dans & définissable suivant un module f=p" 0

bien n’appartient aucun corps K/k, ou bien appartient un ense b
des corps K/k conjugués entre eux. Appelons les systémes S auxque
apparliennent des corps K/k arbres mormauz de k. Les résultats de
polygone R, les M; doivent dépendre de f(z) comme il a été indig

ne donnent pas de critére explicite pour distinguer si S est on n’es

Pourtant, les résultats précédents fowrnissent un algorithme pers

umplicite. En effet, nous avons vu que la connaissance des Ty Tty g

sont les ¢ premiers I'y d’une équation réduite, toutes les possibilités pout 1)
‘Tays d’une telle équation réduite sont parfaitement déterminés. (A sam:_ Yo % 2, s,
+les éléments réduits de tous les systémes d’intransitivité de O(m; n+il) T

- de ces I'; on forme tous les I',4 possibles ; pour chaque systeme I';, Thiy
~ainsi formé on forme tous les [y, possibles ete., jusqu’a former tous
~systemes I'n, T'ayy, ooy yr—y - Toutes les équations réduites définis

-dessoz;ps K/k appartenant aux arbres normaux définissables mod =
- doivent étre de la forme a7 4 2 LiXi =0, ott Iy, Lagyy e, Dnteg
~est parmi les systemes précédemment formés. Pour que I'équation de

«quencore A,,_; < t. On vérifie si cela a lieu en formant son polygone

On commence par former tous les I'; réduits possibles ; pour chacun #="L et yo=1 ou 0'si, i>0 (Le nombre de cos transformations

t, en effet, (pf"—}) pﬁ’E("m—l], donc fini), parce que toute autre
uation d’EisensteiN définissant K/k est congrue 4 une des précédentes
d frix). Skx sera I'ensemble de toutes les classes (mod fg) conte-
nt les polynomes ainsi formés.

. Cette méthode d’ailleurs, au fond, permet de former tous les
es normaux des équalions d'Eisensteiy dans & d'un degré n: en
6t le conducteur fgy est diviseur de P! H4m— =4 — @ a0 o P

élsin="hp', on a, en vertu de la définition des Wi, Wo—n=Wo—W, <r kK

nt—1
i=n

cette forme définisse effectivement un tel corps, il faut ot il suffl en vertu, du théoréme du § 9 on a vy < El Aadonoustens s
1

i I £ :
diviseur de Pp »—1, done pour % donné est borné en fonction de n.
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Ainsi, par exemple tous les corps K/ de degré hp” appartiennent ais
Sk délinissables (mod p*1), : &
C) Lois de limitation : Notre théorie donne deux nouvelles lois
de limitation: s
16 K/k est galoisien si, et seulement si son indice canonique
satisfait a I'égallte

M. désigne le module des translations de Q; égal a Gy(x, (), T étant

* 3 1 :

lément primitif de K d'ordre 1 en B=pKi et ot g = (K : ?»)
+0oc |

E) Loi d'isomorphisme: Soit f(z)=a" 4 2 I''X: une équatiom

d'lisensTEIN définissant un corps galoisien K/k.

1 :
o (K:k). Considérons l'ensemble

Si K/l est non-galoisien, on a -i— = (K: ko) < (K:E). ﬂ._|.;(f)={l-..=F¢(o) é F”’(l)’ I""(z) S T¢(”"‘-1)= r“’"‘l’ i P¢(¢)}
test assujetti a la seule condition d’étre entier et = #,,_,, c’est-a-
® (/) est un entier = A,,_ arbitraire

Soit Q(K/k) I'ensemble des Q,4,(f) distincts de toutes les équa-~
ns d’Bisensteiy =0 délinissant K/k. Soit Qeyy Uensemble des
__1_(f) distincts de tous les équations d’Eisenstrinv de degré n. Désig-

par respectivement .y (K/k), werq le nombre d’éléments de
1(E/k)y ity

Ktant donné la structure arborescente réguliere de S Sk, on a

1 - AL A ; T
T e calcule d’une maniére immédiate quand on connait S

Ainsi, ayant formé tous les arbres normaux des K/k de degré n,
peut distinguer ceux d’entre eux auxquels appartiennent des corj
saloisiens.

On appelera -}- Pimdice de Parbre S .

20 Sik/k est galoisien, il est hassien si, et seulement si 7= (K
si K/k n’est pas' hassien, 7 < (K:lL). .7 se caleule aussi a p
de Sk .

30 Dailleurs, la connaissance de Sgy, suffit pour former le gro
de Taxacr de K/k et de décider si K/k est abélien ou non.

D) Loi d’ordination: 'l est impossible d'en donner une en
actuel de cette théorie. Pourtant, on remarque certaines rélations
un corps K/k et un de ses sous-corps K/k dans le cas ot ces d
corps sont galoisiens, qui semblent 8tre conséquences d'une telle
encore inconnue: en elfet, soient

tha pra_l LAY S

| wet (K/k) e Ein 1 o(s) 2 g']:'.[u L270) \

Or, si 4> ¢, donc, a fortiori, > vy, on a I,@=p"; et, puisque
I est galoisien, on a, quand 4 n'est pas entier, q{,(,)—1 Done

II —II ' i ~=(K:fs)

|=0 lp‘xﬁ{s) J::ﬂ

Gy, 01y« o, On—y tous les nombres tels que (0
0y Y15 m—1 q —TI;/.-') ne dépend pas de choiw de $(t) = Ai-y, et est égal i (K:k).
a) si ¢ (v) = nbi, vi soit entier; b) M,m soit 5= Qp, et soient Wity S it :
semble indiquer qu'on peut éspérer de pouvoir définir une sub-

vision de 2., en classes suivant Q..4(K/k), chacune de ces classes
it weq(K/k) éléments, et une loi de composition de ces classes, de
niére 4 organiser l'ensemble de ces classes en un groupe isomor~
e & G,

J'ai I'impréssion que les problemes de la forme explicite de la.
d’existence, de la loi d’ordination et de la loi d’isomorphisme sont.
oitement liés et qu’ils doivent se résoudre en méme temps.

F) Les rélations entre les propriétés de Sk et les propriétés de
mification de K/k établies dans ce § résolvent complétement cette
éstion et comprennent comme résultats partiels dans des cas parti-
liers tout ce qui a4 été connu Ssur les rélations entre le groupe de

'9 6{ 3. 5l'm—l

des nombres analogues pour K/, Alors, les résultats de HerBRAND
les nombres de ramification (voir par exemple ma these, chap. 111, p. 62
montrent que 0y, 0, ,. .., Gm—y se trouvent parmi les @, 0y ,. .., 6y
et le théoreme que jlaiénoncé a la fin du § 7 sur les rélations e
les M (K/k) et les M, (K/k), avec le résultat de ce §, qui donne, qu
K/k est galoisien, '
My, = ' U (M(K[K)),

permettent de montrer que
Mg 2Mg,  (=0,1,...,m),

 Mathematioa X111 12
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Tacact et les propriétés de ramification d’un corps abélien ou galoisien,
on particulier le Fiihrer-Discriminantensatz de M. Hasse,

d) Jai pu vérifiar que K/k étant un corps P-adique quelconque
(donc f n'étant pas forcement 1), la théorie exposée dans ce § 10 (et
au§ 9) s'applique, & quelques petites complications prés, aux équations
-auxquelles satisfont les nombres w d’ordre 1 en B de ces corps. Les
<complications proviennent surtout de ce que flz) a dans ce cas [ (qui
est, en général, > 1) termes d’'un méme ordre total. D’ailleurs ici les
transformations de Tscumnuausen ont la forme

ou les y; sont des racines p*—Il=phi—1itmes 4o 'unité ou des Z6ros,
dont y, 5= 0, ;

En particulier, tout ce qui a été6 dit sur la possibilité de géné-
raliser la théorie de corps de classes s’applique a cette catégorie plus
gbaérale d’éqaations, et I'on peut définir lindice canonique I pour ce

cas général de maniére & ce qu’on ait encore I = -(T{I—%-j..}‘exposerai
et

ailleurs cette théorie.

e) La notion des anneaux W, est susceptible d’une trés large
généralisation, et beaucoup des résultats rélatifs aux W, peuvent
Btre étendus, convenablement modifiés, aux ces anneaux. En particu-
lier, une généralisation de Wi, dans un des cas le plus immédiats
permet de montrer que la théorie des §§ 2, 3, 5, 6, 7, 9, 10
(ainsi que les résultats du § 11 qui suit) s’appliquent, a quelques mo-
difications prés, a tous les corps que les algébraistes de 1'école alle-
mande appelent ,4 valuation discréte® (discret bewertete).

§ 11. — Le développement des nombres P-adiques
en séries des pussances fractionnaires
d'un nombre donné d’ovdre positif

Soit k& un corps de base et soit = un élément algébrique par
rapport & k d'ordre posittf. « étant un élément algébrique par rapport

a k, on dira que
A= 4w

A(r) = 2 aim*

t=0
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@st un dévéloppement de o par rapport & k swivant les puissances frac-
dionnaires de m si;

19, Tout a; appartient & un surcorps non ramifié k; de F.

20. Les w; sont des fractions rationnelles.

3. La série A(r) converge p-adiquement et sa limite est a.

D'ailleurs, si =<0, la premiére partie de la condition 89) équi
waut & 1'égalité

lim. w; =400,
i 4
soll il s’agit, cette fois, de la convergence ordinaire.

Le dévéloppement précédent s’appellera mormal (ou, plus préci-
-sement, normal convergent; voir plus loin), si tous les a; sont des
racines de l'unité d’ordre premier & p, et si les u; forment une 'suite
-constamment croigsaunte (au sens strict). Plus généralement, une série

-adi formelle
#p-adique for & 8

Dx (@) = 2 pimti ,
1=0

‘ou les p; sont tous des racines de I'unité d’ordre premiéra p, et ol les
i forment une suite de fractions rationnelles croissante au sens strict
avec 14, s'appellera un développement normal de « en série de puissances
dractionaires de m, si pour tout j, 0<j < 2, on a

S o) > o)
\ +-0

(w(#) désigne I'ordre, par exemple en p, du nombre B-adique ), et si,
«e plus, quand A < +0o0, on a

A
E' p; T =0
1=0

Si Dg(e) converge, il ne peut converger que vers «. Ceci arrive
i, et seulement si ou bien A < 4 oo, ou bien lim w;= =+ o, Dans ce
i+
cas, en accord avec la définition antérisure, Dn(«) sera dit développe—
ment normal convergent de «. Sinon, il sera dit divergent, et alors la
suite des w; convérge vers une limite finie

J
lim w= L{a;xn) = et lim ® (2 pul:“i) .
1=0

i>t o ® (%) j> 4o

(2t) J'ai pensé pendant longtemps que Dy (&) converge toujours, et j'ai
<ruméme que cela avait 6té prouvé, M. CHEVALLEY, dans une conversation que
J'ai eue avec lui, a émis un doute a ce sujet, ce qui a été le point de
départ de la recherehe qui suit,
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‘Démontrons que dans ce cas l'existence d'un développement de & parrap-
‘port & k suivant les puissances fractionnaires de = entraine la con-
_ergence de D (a) (ceci n’a pas toujours lieu quand () n’est pas
l'idéal premier de %(w); par exemple, si k est le corps p-adique ration-
‘nel, a=p, m=p%1+p), il existent des développements de a par rapport

{4

= ksmmnt les pulssances fractionnaires ‘de ™, par example or.-=pr:0

Le: développement normal (convergent ou divergent) Dx(a) exisle
toujours. En effet, soit qu’on ait déja déterminés les p: et les u; pour

mais D (a) diverge et Li(e;x) = 2(pp 0 ). En: eﬂfet supposons’ qir'on
"ossede déja un dévelOppement de e

]
+ o>n (a i 2 p;n“ﬁ) > ;. o(r). Done, si I'on pose

m(a _pr)

Uy = >

w(m) |
et si 'on définit p; par la condition qu'il doit &tre une racine ‘de unité
d’ordre premier &4 p satisfaisant & la congruence

A(nj(x) e 2 P +2 “m}n afm

=0

U g g+ + + <wj, = m, ol les P; {i-=0,.], ...yJn) sont des raci-
de I'unité d’ordre premier & p, et o, pour tout ¢=0,1,..., on a

il . w(al™) - ui. w(r) > w(m).
b ", == : i
ZP“‘ 3 Gomme la_série A () eonvérge vers «, il 'y a qu'un nombre
pj= —-ﬁ;‘;m ------ (mod ‘L&), fini de valeurs u, m <<u<n+1 telles qu'il existent des ¢, 0 =g =2

que
ott >0 est suffisamment petit pour qu’une telle congruence pui
avoir lieu, les ensembles g, Uy, ... ... , Wi et po, Prjyes.,p sali
encore aux conditions voulues, et 'affirmation est prouvée.

Le développement normal de « suivant les puissances fracti
naires de w est unique. En elfet, supposons qu'il en existe deux di
rents, soient

.06+ uiom) = uom@),
pour chacune de ces w il n’y a qu'un nombre fini des g, soit
- q(") g(“) satisfaisant a cette égali'té. (”) étant un nombre

n surcorps non-ramifié de k, donc, a fortmrl, d’un surcorps non.
lﬁé de k(m), peut étre mis sous la forme d’une série

X E_—'_— o N=4w
b5, (a,) = 2’1 P&‘lfu"' ot D' (a) = 2 P.",-\ e ) ’"’(aq ) T .
i=0 i =0 m () 2 a&’ﬁ'mu" )

S i=0
les a‘(."!‘?? sont des racines de l'unité d’ordre premier a p ou des
Soient Uiy 419 Wiy 42 9+ + 0y %j, .| COUX des w indiqués, rangés

Alors il existent des Z tels qu'on n'ait pas & la fois p;=p’; et wi =
Soit 49 le moindre de ces nonbres. Par définition

L L
® (u--E pirth > U w(m) , o (W—"Z 9-’%“'-“" )> i o (7).
=0

1==0

s l'ordre de grandeurs croissantes,-qui satisfont  la condition

(ﬂ) Z‘ (“’q )—|“0 (modp),

8=1

Donc

ip 1.
o (pi, W e—p'i, T ) = w([a:—-z plimti] — Ea—z piw™i 1) >Min[u's, _
: g ‘ ; g 2 s0it o (< §=ijnyy) 1a racine de l'unité d’ordre premier a p
Or, ceci n’est possible que si & la fois wi,=u's 6t pi,=p'i, contr § . b - 5) - w Ly e )t
l’hypothese sur ¢y . [affirmation est prouvée

.= a0 “(mod p)
Bornons-nous dorenavant au cas, oiL (m) est 1'idéal prarmer de e .
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Alors
“(n} Jnt
oY+

A=+
o
9-0 J=jn+1 J=in+1

$S dos >

=l a<u=ntlia=1

1
S‘ (&g ik ST a4
nU=mntl
%3 14y (0 <J = [n41)

aEn,q('l))) iy Z a(")nu( ")
o0 = Q= k

q:i:q;")(u{uﬁuid 1 8=1y.,., !'u»

Les quatres derniéres séries de la partie droite de cetle égalilé~
sont convergentes et ont tous leurs termes de la forme an", ou a ests
dans un surcorps non-ramifié de k, et d’ordre > (n+1). o(x). On n’ax
qu'a les réunir en une seule série

;\.2-[-«, (), u(n-i- }
9=0

pour avoir un développement de @ de forme A®+){z), Quand n—> +o00,.
A(M(g) tend vers D (x), ot 1’'on voit que D.(x) convérge.

Ces préliminaires établies, étudions les propriétés de D»(x) pour-
le cas convergent et pour le cas divergent.

Théoréme I. Il existe un nombre F tel que pour tout i on ait

F
pho=p .

DemonsTrRATION : Supposons que la proposition n’est pas exacte..
Soit f; le moindre entier tel que pour tout 7 <j on ait pff}=ps.Alor3‘—
il existe une infinité des ¢ tels que fi¥ fi—y. Désignons maintenant’
par k le corps p-adique rationnel, Soit & une racine p/—1%"¢ primi--
tive de !'unité, et soit d; le plus petit commun dénominateur de tous-
les u;, ¢+ <j. Considérons un i tel que fi+ fi—;. On a

1
COrT. sy = G,

k( ) k(‘:l ef y T ‘)”‘(sf (sf‘)/k(efi_l) .
l

k (ﬂ'., Sf‘ ¥ ﬂE;)fk (gf‘-‘ J tel que omy; = my;.

&
n%)

= donc=pi, si § <4, at %+ pj, sifj=o

Done, il existe un aeG

pour tout 7 <14, et que op;-:p}’f‘
- oo est un conjugué de «. On a uuz G Pjis- O TM: 12 pim¥y

j=0 J--U
+(pfr‘"——. po) Y =a -+ (pff"l-—pc) % (moa . 'B' )(c >0)..

Donc o (6a—a) = u;.w(x). Comme il y a une infinité des- i tels que-

fi* ficy, il y a une infinité de conjugués distinets-de «, ce qui est.

absurde, et le théoréme est démontré. C. q. f. d.
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Désignons par A; le dénominateur de w: mis sous la forme d’une-

fraction irréductible. Posons A; = Tlipﬂ, ou Ay est premier a p. Alors:

on a le

Théoréme 1I. Il existe un entier A dont tous les A(i=0,1,..,2)
sont diviseurs.

DemonsTrATION : Supposons que la proposition ne soit pas exacte.

Soit di le p. p. ¢. m. de tous les A;, j <i; il existe alors une infinité
1

— e

~ des 1 tels que di¥di—1. Considérons un de ces i Soient mi_y=m %!

1 m=n"", On a manifestement, & désignant le corps p-adique rationnel,
b d :
(k\PCI 3 PLyo- » Pis “i—i))té—;‘ = (k (“2} ik (ﬂi-l))a

| i—1
~ done

-19‘;“‘):}"(901 Piyess

COI‘I‘-k(m) Gk("" YPOS PYy ey r"i;“i/k(."l] s Py vy Py “i—l)ﬁ
t eorr.k{“i‘} Gk(PD 1 PLy oy Py T )fk(Pﬂa Plyseny P;;ui—'l) 7 Gk(ﬂ‘)/k(“l'—l) G

d = !
Done, 4 étant une racine primitive —— ™ de I'unité, il

existe:

. un ueGk( ) tel que

EiPOyPLys ooy Pi;m)/k(roﬂl P’la ey Py Tl

—pi=p) (9=0,1,... ,‘B),UTE % (=0, 1, e Tyl
- done, puisque oB = P, on a pour un e> 0 convenablement petit

0r —a = (n — pin (mod P T8,

~ ¢est-a-dire w(ow — @)=ui.o(r).0a étant conjugue de @, on voit
~ que = a une infinité des coojugués distincts, ce qui est absurde, La
- proposition est prouvée,

Théoréme IIL. 8i D (x) convérge, G est borné, cest-a-dire il existe:
un entier { tel que pour tout 1 on ait §i< G,

; DEMONSTRATION ¢ Supposons que la proposition ne soit pas vraie.
- Alors quelque soit Ientier g, il existent des ¢ tels que {i==g. Soit ig
~ le moindre ¢ tel que Li==g. Soit que iy ¥ i41. Alors, dans l'intervalle

Wi U
on l=nrt;

'53'[-'“‘“ ui, + —1] ne se trouve (u'un nombre fini des nombres ws,.,
o(p) » @ > q et tel que iy 31441, parce que lim wu,, =
w(m) grtn

les plus grand de ces 7,. § désjgnant

oﬁ E=—="=
= lim wg= 4+ 0. Soit 13
it
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une racine p*“me primitive de I'unité, on a, h-désignant le corps p-adigue
rationnel, et j; désignant le plus grand 4 tel que

: E
< =<
u_mq—}—p 1

ez el o 13 a 1
k(“-dj{f) k(a. 3P0 Py ] P]q ) ﬂdjq)/k(Pg, P1Leeey lIr:_; ' :'I:djqk‘qr IJ =

Seorr ' @ 1 a

k(miq) k(f”ﬂ»ﬂls---‘!’iq;ﬂf}.iq_}/(l’u,f’u--.,mq n“qf"" T

i 1 il
(g )R )
Done il existe un oe ) e
4 E3PO PLy ey P i ) K
1 1

tel que

v spda) i omlg P = B o ?’3

opi=pi (i=0,1,

‘Considérons p;x% (0 < =7¢). 00 a i =

= 84 . Done, si u,-Epr?_—_-
= Ui, on a U; ==0 (modp) et

o (pimi) = &0 1 pi ot on
= pim 8l VoSl

Done, si o (pim) % pimv;', on a

0 (€, = gopr = 1) + 0 (pimu) —

] o(m) .
19 wq,i — i ne dépend que de L.
20.8i ¢ est plus geand que 0, la contribution de p dans le dé-
nominateur de oy, ; est pSe.
Il en résulte, que si ¢ > 0, on a

awe 1l wq,.w.>wq,.-s,_ si 3'#:3}.
. 4 i

20 Si ¢"*q", I’égalité
Oq, iy = g,

0g,t + 0(®)=w[o (pim¥;) — pimew, | =
gre w(p) '
Cp—1pfi e

ne

E
+ uiw(n) = (u.: + Ep—*-i)pg}

fq"
ne peut avoir lieu que si mq,,q =g, ign = + 00 (c’est-a-dire ¢’ < q‘
et ¢" <q). Caci posé choisissons, un E> 0 assez petit pour que

Uj A1 > U +p +e;ona

.}‘q ; i
@ —2 pi m¥; =0 (mod E}Su‘+p+l +s)

=0

done

“0n a
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< e Fu B
S 3 2 o (pimuy) =0 (mod o §Bﬂiq g ‘Bu‘q+ 5= +5) :

1=0
O, si g>0 (ou si E=0 (modp) et g=10)

(i olpimi) — 2 pimi ) = w(m). Min [vei]= tr)(rc) Mm [wq, 1=

i=0 R

)
=w 7). Min Jui, - —-——]
) qq[ (=T
Done, puisque tous les iy, ¢/ = ¢, sont =i, , on a

(), S50 (2 olpim) — 2 pi rc) < w(n). [u, - L 1} ;

1=0

Ju E — g
Done, puisque oz—a 52 ofvi n":)-——Zp n' (mod ‘-B ot )

t=0

o(r).us, < ooz — a) *(.fj}(ﬂ:)'[an;.q + 7 —h—l] ;

9z est un_conjugué de =, Commae, par hypothése, il y a une infinité de u.

distinets et lim w; =--00, « a une infinité des conjugués distinets, ce
9>+

‘qui est absurde. La proposition est prouvée.

ConstQueEnce : Dx (@) convérge si, et seulement si « se trouve

‘dans un corps de degré fini de la forme

o
k(p, =)
0l p est une racine pF—1me primitive .de 'unité. (D. et F étant deux

‘en iers), et olt % est le corps p-adique rationnel, :
Nous notérons D(e; w) et F(a ;™) les moindres entiers satlsfalsant

-aux conditions de la conséquence précédente.

n’ étant un nombre de k(2) tel que (n’) soit I'idéal premier de

~ce corps, il est evident que D(r’;a).= 0 (mod D(« ; n)).

Théoréme 1V, Si D,r(o:) :'éét-erge, on a

lim 5,_—|—oo
t =4 oo

«et il existe un q tel que pour fout g’ = q.on ait

X

Lia ;) — i qf__m :
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3 E ; 7 : i
0w L(a;m)— , W existent de é d tel b Ll ;
i e lules) p=12" won 17 IR 0. 2 La classe de (p’fﬁ s, e)eo *(z=1, 2,...,—-—~f_f'l —1) est
he_ E il
“‘.<M—u:(‘£)—a—)5 ui,+ p%l'; on a pour ces conjugués dans le Mq(ﬁ(n'}/f) correspondant.
o (oa — a) Mi ( + E ] b) Si disdi-1,
—————— = Min' |u e | —_
w(r) 9=q'=sq g (p—1)pe'-e 10, E% est un des vo(ki')/k) ;

ui

Dmonstration: £i lim Gi={ <-+oo, & appartient au corps: _w 1
2. (q—1pipa ™, okt 7 est une racine ——

=+ iéme

arbitraire de l'u~

-1

mié, est dans Mq(k(n')/k) correspondant.

1

k [p, nKPfJ pourun pconvenable, donc D («) convérge. Pour qu'il n’existe
. - y E

¢) Quand 1> 0, et si Dx(x) convirge ou wi, < L(n’;x)+ 1"

pas d’une infinité de conjugués de «, il faut, en vertu des raisonnements:
du théorémo III, que pour un certain g parmi les 0g,1,(0"= q) il 0’y

ait pas d’'un nombre qui soit plus petit que tous les autres. Or 19wy ':'(_%v_: = Min [W;H' ‘1'3_:] existe et est un des
E o =P 1=p=y, P
lim Wy, = llm e | = hm g L’a ; ). " .
Q’ *’i'mq,‘q ‘?""i':’o(mq +(p‘d I)Pq hq) Q'-—)--I-oou o ) (k(" )/k) + 1 3 E
Done, >0 étant aussi petit que I'on veut, s'il existe un ! Uy P L E
SR D e e s VI 1 20, La classe de py *o n—(P—'UPI"_!(CD.-z+:-'1]P4r.

a4 qu'un nombre fini de Wy qU sont = wg,; , , et parmi ces nombres ik
Yy 4 un plus petit que tous les autres. Donc contre P’hypothése, ¢ ne-
satisfait pas a la condition indiquée, et l'on doit avoir pour tout ' = g~
K
ﬂ,‘q, = L(x ) l't)—-- (5——1)!5'_':1-'- .
Siu;q( L(“;“)_Q_J%’ on peut trouver un e> (0 suffisemment petit.

et dans Mq(k(n')/k) correspondant.

Avant d’aller plus loin, donnons une nouvelle démonstration, indé--
pendante des précédentes, de ce que les dénominateurs ' des ve(K/k)
sont premiers & p. Il suffit de ne donner la démonstration que pour-
ls K/l primitifs. Soit donc © un nombre d’ordre { en P de K, et soit
or un do ses conjugués. En vertu du théoréme IV de § 3, si v désigne-
Is seul nombre de ramifisation propre de K[k, et si & désigne son
1

éno'minataur, on se trouve dans k(p,%°), oll p est une racine de I'u--
nité d’ordre convenable premier & p. Done, Dr(sx) converge, et om
peut écrire

; e T : ]
pour que lintervalle (uu, Uiy e =+ s] ne contienne qu'un nombre-

fini des ;. Des lors en appliquant la méme méthode qu’au théoréme
I11, on prouve la seconde partie de la proposition.
Dans ce qui suit posons a==n', c’est-a-dire supposons que («) soit.
'idéal du premier du corps k(). Alors, si on’ est un conjugué de n™
w(on'— ')
wx’)

Le b
Dr(om) = 7+ pyn* + pgr® +pgrd 4 ...
o1 Uz, Us,... sont entiers; supposons que 5=0 (modp). Soit a0

7> 0, la contribution de p dans &, Alors, on & wi, == ==+ + »
4 c=wup=p et {=¢. On a, d’autre part, si R désigne le corps

— 1 doit étre parmi les vq(k(n')/k), et la classe de

on!— '

w(omr’—z') w(on'—7')
R R
doit étre un élément de Mq(k(ﬂ’)/k) Comparant ceci avee la démonstra-
tion des théoréemes I, II, HI, IV, on a le

corr 1 G !— 9 =0 .L ,’P_‘ "
: RE) k) k(x?)  Rad )R ?)
On en tire facilement que dans
' . { G N

Ko, w , p)fk

Théoréme V. a) Si f; est le plus petit exposant tel que pour touts
1<{ on ait pﬁ’” = p¢, et si fi% fi—y,

10, DY o e vo(k(n')/k) ; ) 4

Ly a un élément o tel que op' = p; pour tout i, et que o e Ea“j_..

Up
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ontient que les puissances de = dont le dénominateur est premier & p-
dce développement convérge. Donc, si w(x') )= w(7). D»(z') convérge si,
ment si Vi, ./)/kir) = {Lk(s, =)} (k 6tant le corps rationuel).

De lors, on voit qu’il existe un conjugué de ow par rapport i k, d
-aussi un conjugué de # par rapport i k, soit o', tel que

= ofo’r — om) _E__ DS E
S w(7) =t p—1" " + whal 8 Conskquence 2: K/l étant le corps de Galois de K/k, tous les-
o¢ Gk convergent si, et seulement si Vix = 113}
En effet, si tous les, Dr(o7) convergent, pulsque o (o7) = v (7),.
éveloppements ne contiennent (ue des puissances de w dont

sants sont premiers & p. Donc K' =T ({on} ) est de la forme--

~c’est-d-dire o' s om ot B(o")=PBy(¢). Or, si Bo(c')= Bo(e), On a G[C(J'(Vi(jb
=g, 11\ = {tr} et on a une contradiction qui prouve la proposition,
Combinons le fait que les vy(K/k) ont leurs dénominateurs p
miers a p et les théorémes VI et VII de § 9 avec le- théoréme v
-ce paragraphe On a les o

o€ Gy

ot D est premier & p et Tkyx est d'ordre D, donc Viek={1x{-
rsément, si Vigox = {lg-}, on a, en vertu du théoréme de HENsEL,

Tlleméne V[ a) Si D"'(“) o3 canvergent e i u‘<L(“ 7) - * s'oblient en adjoignant & K une racine de 'unité d’ordre-

—**—E-w _u_; a le dénominatewr premier i p gt i
p—1 1 1er a peet Ym, et les on étant dans co corps, Di(en) convergent.

b) Si ﬁﬁ‘: fiei ou ditdi-y, ;‘;— a le dénominateur premier a p.

DemonstraTiON : Fn effet; soit £ le plus grand nombre tel que [—)
K E E

P (0=1p " p_1) pr

t les nombres de ramification de K/k, s'ils ne dépassent pas.

) — 14y

19 si D (z") convérge, il existe 1z 20 si Dr (') diverge, u,,; < L(u ,n)—

K. Qom_slzqumcg 4. Ui =ug;si E> 0,

P
~Alors, dans le premier cas s =, done T

-.1 " E . A1 T .’E 1WA
g EM;P__: : [”e‘r';' (p—i}'pq’—-s} sl > %[u"'s+ p—i:' “_1’

u-
~est up nombre de ramification de K[k, La contribution de P da-n

. | I 1 2 ,
En effet, pnisque le dominateur de u_E est premier & p, le domi-
0

i i b+ . Baliidite "
-denommateur de ce nombre est la méme - dans celui de —= a ; done, B de U se divise par p*, denc i, S o, C'est-a-dire ) e

ui ;
~dénominateur de u—-f est premier & p. Comme le dénominateur de to

~4ii''sé divise ‘par une puissance de p moindre ou' égalera Pt les - r (—% < L(=';m), quil existe un conjugué o=' de ='"
-ont leurs dénominateurs premiers & p. Dans le second cas i G“J;Enf _

1 . b E w ( [ m] ¥

L Min [u.'i- —~-—~—]—1 n ! . : ;

—g' =gy | W (p—1)p2’—& yue -—- = , ee qui prouve l'affirmation.”
ol U0 p=q' =s; (p—1)p ; o A 5 6.0 (et iy = e 4

.est un vq(K/k). Or ce nombre est égal & un uo[m it ;
-.pour un ¢'>E. La coniribution de p dans le dénommateur de ce nom- Théoréme VIL Si fid=/iy ou si diFdiy, onaw —uyg<——.

=1
u f\q: p

tbre est la méme que dans eelui- de —, ou que dans —Ql,a._D’n&:

‘suit encore le meéme'résultat pour:tous les wi<wi, et, a fortio_._

- L=’ ’#)-_5% Enfin, sifiz|z fi_; ou d,ﬁl_ P —'- est un vq(K/.fc
«d'oll suit b).

o w(p) e w(p)
ol mgw_‘” ) nak R = (p—1) wi)’

w(=") o o(p) 1 E
( )" valk( )m<w( Dp—1 p—1°
€. q. f. a.

Wi — Uy =

¢+ Constgence 1: 8i o (r)=w (71') ou si, plus généralement
.,,,( !

o= -!' 0 (mod p), on a ce fait remarquable que le développement de

eurs dans le second cas on a pour la méme cause uiE= oy

dire ¢'=£. En faisant succésivement ¢=1,2,..., ¢, on trouve,.

- DemonstraTion : En effet, en vertu du théoréme VI du § 9, on a.
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A=+t o»

: . La quéstion trés intéressante est la suivante: Trouver une forme
Soit o e Ggx » Soit Dx (o) = Z pim*i . Définissons a coté d’indi
-0

mormale en laquelle on peut en peut transformer D (o) par les
transformations | de Tscumnuausen? Elle est extrémement difficile
dans le cas général. On peut prouver par des méthodes du genre de
~celles de M. Furrer (%) que si ¢ est un automorphisme, la connais-

«ces d’irrégularité de premiere espéce deux autres espdces de tels indi

Dermvirion 1: On appelera indice d'rrégularité de seconde esp

e o, et on notera 6(s), le moindre exposant u., diminué d’une unité
«dont le dominateur se divise par p, c’est-d-dire w;,— 1. _
Si 6g, 0;,...,0m =+ 00 sont les indices d'irrégularité de seconds
«espéce écrits dans l'ordre des grandeurs croissantes, 6; s'appelera l
A-éme nombre d’irrégularité de seconde espéce de K/k.
On voit que 6(c)=-+00 si, et seulement si Dr(cr) converge. On
prouve facilement, par une méthode analogue a celle pour les nomb‘:
-de ramification et pour les nombres d’irrégularité de premiére e(sg‘é'
t

-que l'ensemble des o tels que 6(¢) > 0; est un hypergroupe, soit 411._
sera appelé I'hypergroupe d'irrégularité de seconde espéce d’ordre i
K/k. On voit, d’aprés le théoréeme V, que le factecur premier & p
-dénominateur de 6(¢) doit étre diviseur du p. p. ¢. m. des dénon
.nateur de tous les vq <<O(c). Il est possible de prouver que tous les

B

'sance des Dy (or) (mod B'T¥»-1) done, a “fortiori, (mod:‘l;‘ * r—1)
(définit Dy (ox) (mod P!HEP-2)%0) | Mais je n'ai pu faire la détermi-
-~ nation effective de cette liaison que dans des cas les plus simples, et
seci pas des calculs assez compliqués. Il est d'ailleurs probable que
fait indiqué se produit pour tous les o tels que 0 (¢) =400, c'est-a-
“dire tels que Dr (o) converge.

Je me borne & indiquer un seul résultat que j'ai obtenu dans
cette voie, et que j’ai, d’ailleurs, enoncé déja dans ma seconde note
sur la théorie de la ramification des idéaux aux C. R. de 8 juillet 4937 .
Si o e Vg est un automorphisme de K/k (non égal & 1g), isi
Ww=v(s) et si v = Min (v(v?), E+v), on peut trouver une racine du
W'unité d’ordre premier & p pe B(c) et un nombre = d'ordre 1 de B
“de K tels que

O <400 sont < vy (K/k)< pTEl . Comme, certainement 6(c) :|z
E 2K
wou doit avoir Liow;7) <1+ 0(c) + s Sy 74

I —
en—n(l —wvpm) ¥ soit d'ordre 1+v—(p—1)v en P

----- TR T TR TR S . " s e =

On forme effectivement D, () par la méthode tout-a-fait analogue
Dermirion 2: On appelera indice d'irrégularité de troisiéme es celle de Puiseux pour les fonctions algébriques, en se servant du
~t(¢) de ¢ le nombre L(er ;=) —1. ygone de Newron-Puiseux-Ore. Cette quéstion est déja exposée, au
Toy Thyewoy T = 100 6tant les t(o) distincts de tous les o e Gy nd, dans les travaux de M. Ore, auxquels nous renvoyons le lecteur.
~écrits dans l'ordre de grandeurs croissantes, v; s'appelera le t-iém Los différences entre les nombres $P-adiques et les fonctions algébriques
-mombre dirrégularité de troisiéme espéce de K[k e résident pas dans le procédé de construction du développement, mais
On ne sait rien sur la nature arithmétique des 7:(%2). La q niquement dans les caractéres de convergence du développement
tion reste ouverte, également, 'si l'enserable de tous les o tels gi .construit (24),
(o) =1t: est un hypergroupe? On a, par contre, comme on &
V'inégalité.
D

Tis p_—""'P si Ti =|-'- oo,

(*3) Vierteljahrschr. d. naturf. Ges. in Zirich, 1917, p. 67 — T2,
. () Les §§ 1 et 2 et une partie du § 3 de ce Iravail sont contenus,
4 quelques légéres différences de démonstrations prés, dans le chapitres 1, 11
et IV de ma thése (Sur la théorie de ramification des idéauz de corps de
bres algébriques, Mémoires de U'Acad. de Belgique, t. IX, fasc, IV, p. 1—

~t(0) ==+ si, et seulement si Dr(cr) conyérge, c’est-i-dire si, et so
“lemet si 8(c)=+ o0, Et, en général, si la contribution de p dan

~dénominateur de 6(c) est pt,

(o) — 6(c) <._._E._.___. 10). Une autre démonstration des théorémes V1 et VIl du § 9 et la démon-
~(p—1)pt - tation de la p, 187 du § 11 s’y trouvent aussi. Le reste du présent travail

inédit aussi bien du point de vue des démonstrations que de celui des

(23 En particulier, on ne sait pas s’ils peuvent étre irrationnels sultats (sauf, bien entendu, le § 8, qui réleve des travaux de M, Oge).



Pag. 153 note (4 derniére phrase, aw lieu
connexe fire domaine borné plan. !
154 ligne 9, au liew de mesure angulaire tendant vers 0 lire me-

»
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ERRATA

VOL. VI

sure angulaire ne tendant pas vers zéro.

VOL. XII

N
16 ligne 5 aw liew de Warszava lire Warszawa
16 derniére ligne au liew de f(@) lire |f(z)|
78 ligne 19 au liew de (C € G) lire (C< @)

74
74
75
75

n
»

"
5 ajouter aprés la ligne 18: ¢ étant une forme dans K, au sens

5 aw liew de dans le K/ lire dans (de) K/k
9 au liew de (K[k) lire (K : k)

14 au liew de V lire O

15 au liew de v lire o

de KroneckeR, son contenu sera désigné par ¢
76 ligne 1, au liew de K, lire: H, quelques soient a,beH

76

n

15 au liew de K et K’ lire H et H’

78 lignes 6 et 8 aw liew de C=G lire C= G

> -»>
77 ligne 14 au liew de soit G/g lire soit C/g

7
78

78

78
80

80

80
80
83

84
86
86
86
87
87

¥ 3 3

3 ¥ 3 3 3 4

-

28 aw liew de de’ classes lire de ’hypergroupe de classes

15 au liew de y,G lire y,9
5 au liew de y—gG lire Y.q

< >

20 aw liew de H/h live H/h

2 au liew de genyso lire gen, o
15 au liew de gen, lire gen,
21 au liew de Gy live Gyew
24 aw liew de Gywi lire Gyuw
2 aw lieu de o*oyr lire o¥olr
17 4l faut ajouter (mod )

17 au liew de ix lire iy

18 au lieu de o*o*! lire o*o}!

20 au liew de B_y(o,,0,) lire B_1(0y0;)
28 au liew de n_y lire v,

29 au liew de r_ lire r_,

.de domaine borné simplemen

B 104

88
88
89
90
90
90
90
90
91
91
91
92
92
92
94
94
95
95
95
9
96
96

97
98

98
93

99

99

99
100
101
101
102
104
104
105
105
106

= 3
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Psg. 88 ligne 6 au liew de =AVi, lire =AVk,

19 aw beu de si hire Si

29 au liew de = lire = (2 fois)

9 au liew de mu—"—10CMN fipe mr¥—n_y(KK0)

8 au liew de =y(a; . lire = y(o}).

10 aw liew de o, lire of
19 au liew de o, live of

21 au lieu de est lire , est
20 au liew de , M™(K/E) lire M™ (K/k)

4 aw liew de soit lire soient

20 aw liew de (o) lire BT()

20 aw liex de le méme lire un méme

17 au lieu de est lire et

20 aw liew de la méme lire le méme

4 au liew de | — lire | =

11 aw liew de n’existe de lire n'existe pas de
17 au liew de (K[k) o=K/k, lire (K{k)_s= k/k,
5 aw lisu de , et jo la fais lire , et je le fais
Li aw liew de T={1x}. lire Tx={lx},

20 aw liew de Si(Kik)y/ K[k y), ire K [k=(K/k)o /(K /k)_s,.
19 au liew de Done, si o'; = o, lire Done, si g, F o,
20 au liew de quand o'y 5 o lire quand oy ¥ o,
28 aw liew de s lire si

0) 0)
15 au liew de Gx=V lire Gg= Vi

r
{T—Tmn

: 4 9 = =
3 au liew de quand o'+ o, ey p(o)=z0

—% ok
: ur (i - p(a) =20
TETI'U

8 au liew de n_((K*/k) lire n_(K* K)

3L au liew de (cas lire (¢

ﬁ("’nl( 03)

6 an liew dee-

lire quand o, =+ q,

()
: conjugué lire € 16-'~'-;_£-(—“"-§Jest conjngué:
12 au lizn de autre p lire autre que p

22 au liew de & K lui-méme lire & K que lui-méme
22 au liew do Q,, lire W,

25 au liew de (za\), =22 lire (z.A),=2¢"

27 aw liew de N “=), lire \2“=Q,

5 au liew de W s map lire wm(a’,b), (a.5)

8 au liew de PL=2B lire BA=Xf

15 au liew de peWio), @o lre pe Wogs), s

20 aw liew de 8léments lire des éléments

« i -
17 aw lisu de DN, €. lire DN, C).

o = - >
21 au liew de MR, ). DR, €); lire MR, CNL.DNC):
2 aighi= 0 lire 2 k=0

g=10 =0

1 au liew de
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Pag 106 ligne 18 ww liew de A A"X'; lire A = A"1";

4 3 847474 § 3w ¥

¥

107
107

107
109
113
114

117
118
119
120

122

122

123
123
123
127
128
128
128
128
128
128

128

129
131
132
134
134
134

134
135

136

ERITATA

-+ -
12 aun liew de v[D X, J,)] lire v[ MO, )]
< -«
13 aw liew de WA Vi:y AQ). Lire VX, D, 00)
< <«
14 au liew de DA M;), lire M(A, V;),

187

17 au liew de == 0. lire == 0), 140
9 au liew de p'p”. . p5N) lire p/p”. . pBO]
11 ‘an liew de et les lire et avec les
-
19 aw liew de cet idéal lire cet idéal
15 au lieu de Qy lire Q'y
5 au liew de on lire ou 41
4 au liew de et les éléments de W, .
<

lire et les ensembles d’éléments associés de 141

29 au liew de }ar.e Q- 1=0,1,..., n—1= ; 141
lire }GEQ'n,i=D, 1y oo I" 14

31 aw lisu de }aeﬂf‘z, p==Cadinis wpn==1 ,
- H?’E }GCG Q,"“ : ,£=0’ Ti7 g ; ﬂ—l" 143

18 aw liew de théoréme XI, lire les théoremes XI,
18 aw liew de et théoréme lire et le théoréme

19 aw liew de Qo , Quy ooy Q lire Qy 3 Q0 n. s Q
26 awu liew de au-dessous lire au-dessus

2 aw liew de raeines lire racines

7 au liew de est sur lire est sur b
14 aw Uiew de w;=s;— (n—t)a; lire w; = s; — (n—1)%
16 au liew de s;+v;a; lire s;+i;e;
17 au liew de auquelle lire a laquelle
18 au liew de la lemme lire le lemme

Bty it
29 au liew de lire
aw liew de le lire , le
21 au lieu de es v lire les v,
19 aw liew de 6, — 0, lire 0;.— Opu,,
2 auw liew de est lire il est
18 aw liew de si lire Si
21 awlieu de w;, = Min [fo+t,._.] lire w; =Min [0,
L'y g
2 5z 0 (mod prt) a=[= 0 (mod
22 au liew d» =0 (mod p*) lire & =0 (mod p's)
24 aw liew de au au-dessous lire ou au-dessous
g+

g ‘-‘fq)_ Pl
21 au liew de (2 B & ”)
t=0

L # {q) - pjg-|-i
Live ( i‘,@,}(q) s Jq'l‘l]

=0

11

138
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_ £ el da) S gkt i)
. 137 ligne 2 aw liew de Zfﬁ.{g’f e lire_j Bﬁr,'ﬂ-l S’Nq
/ . t=0 t=0
% 2§ awu liew de auquelle lire a laquelle
25 au lieu de 1.?:,301—— LE?JEw;q 1thﬂs Wiy — Wiy = Wy ay
3 El=] ¢ nk|=
21 au liew de S 1.7 " & G
t=n+1 +
20 E 28 t—nlk 25
lire ZI‘,E (“)m &)
t=n--1
. +m +m
T au liew de ax(x) = z 27,- @, lire m(m)=$2 Ti &
=0 1=0

14 aw liew de ... o'z 4n"") lire ... 4n'n'"" Lg/),
15 aw liew de ... ='7""1fx")) lire ..+ n'n""i~t fn'li )

+o0o 00
19 au liew de = 27;11" lire # =« Zy,-w"

==( ==
1 o . =0 %00
11 aw liewde =z 31X, = lire = av + Z‘ X, —
t=n t=n

12 au liew de I';=T" lire Tl=1/
13 au liew de subsistuant lire substituant
14 au liew de . 2. lire ; 2.
25 au liew de fyo®)) lire fa(ae(z))
6 au liew de das lire des

8 au liew de %ﬂ.') lire %’L"j

80 au liew de == —1)" lire = (= 1)
33 au liew de E==y' Il iyr lire E=qt =47,
t—0 t—1

3 au liew de 2 Tiw:' lire 2 X

i=n 1=
2T au beuwde Fy oy (e Ty Tagin e AT))
O, ety ot AR, Tagsyi, Ty AT))
30 aw liew Fis FI'n,I‘u 5.5 D100 A (y) lire FDR,I‘M‘{-I,,.., Teli 58, A(y)
6 aw liew de no lire ou
9 au liew ds r ; AjeAsAde=t) lire Um ; Agx(AxAli))
9 aw liew de E(AxAxAk~1) lire E(Ay(AxAli—))
10 au liew de T AwAALT") Dire T(A,e(AxAk—1))
1 au liewds T(A). T-P=T(A)(T~P) = lire T(A). —P—
- 34 au liew de P lire
8 au liew de M lire M,
8 au liew de P lire P,

an om

: o n—) — — G(ﬂ) A Fuisdeg
25 awu liew de ———— + — i N
oo™ o e nxfA) on
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Pag. 150 ligne 21 au liew de o_= lire oym
150
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150
151
151
153

155
155

155

156
157
158
158
159
160

160
160
162
164
164
165

166

167
167
167
167
167

168

lire 1=

168

n
»
"
»
»”»

¥ %% a a

3

3 3 3 3 3 3 =

»
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23 au liew de = o_nn = lire = oy =
26 aw liew de oy lire aym

%7 aw liew de Soit lire Soient

27 au lew de ..., by, ty, typy=00 lire ..., b, ty(j=oas
l.3 au Iwu de iy Zire Tee y

<
168 ligne 13 au lieu de 2t = 1 (mod A(zy)).

-

_ lire 2 =1 (mod A(zy)) et:v est:entier
-

: s 168 , 19 au liew de 2/ ==1 (mod A(z,)).

9= 9—1

2 aw lieu de 2 v (i — nigpy) live Z‘ v (1 = npq)

=0 1=0
T au lew de Vintervalle, (v,—, +o<) on a
lire Vintervalle (v,1 , +00) on a
8 au liew de A=¢(v,) lire A,=¢(v,)

-
lire Zp=|=1 (mod A(z,)) ou v est fractionnaire -
169 , 1 au liew de il faut prendre la limite supérieure p/1(pi=1)).
lire il faut prendre dans la limite supérieure le signe < aw licw de =k
171 ligne 6 auw liew de n=uwu;, lire u=u;,
11, 24 au liew de quelquesuns lire quelques'uns

; m-1 ool 172, 2 au liew de réduite lire réduits
15 aw liew de 2 ni(vi—vi ) lire 2 7 (vi— viy) 21 au liew de la nombre lire le nombre
1—0 =0 12 aw liew de constituisant lire construisant

29 au liew de = Bpottpiett = glott, B, 2ot (0)

lire = Byet! p"e = ot | B, 217 (p)

: 82 au liew de définissan lire définissant
» 6 au lieu de w, lire w,
n

37 au liew de k lire n

18 au iieu de U,(p)=B,p"r= lire U,(p)=R;s11 p"s A=-}-00 r=too
13 au liew de v hre y : e Cm
Badas li-do MG, : » 92 au liey de Z:J a; e lire 2 piT
20 aw liew de &(n lre &|n, e § e j

" r ¥ a. r ¥ = g
23 au liew de que des ¢’ n'est pas lire que ¢’ n’est ) 9 o A o meu‘_ lire o} “_2 i |
13 au liew de % lire ;:—‘ =0 i=0

s

» 24 au liew de o lire an;
» 25 au liew de (mod o PrTC=pute)
z u~-€ utey
lire (mod o P“™ =R“T)
+s)

22 au liew de R,. lire R, .
25 au liew de 7 lire v (3 fois)
1 au liew de (9 lire ¢®
28 au liew de m=A"(r) lire n'=A"(r)
35 aw liew de différent lire . différent
26 aw liew de Uy (Ro,) lire U, (Ro,)
18 aw licw de (si t=d,+1v, (n, — pi))
lire (si t=o,+v, (n, — p7))
5 au liew de on lire On
10 aw liew de mt— 1 lire m,— 1
23 aw liew de n=h=1 lire n=h 41
26 aw liew de raeines lire racines
33 au liew de ou t == 0 (modn) lire ou te=0 (mo

u-i-i
» 27 au liew de (mod P ° p+!
+a) '

E
lire (mod P g p—1

J Jyq
» 4 au liew de i‘ live Z‘
=0 1=0

» 8 auliew de o(r;m) lire o(pin¥;)

» M au liew de =L (a;n)— e il

=7

; 1 :

1 aw liew de e T » lire ::_L(a;ﬂ)—————]i?—s, il
PDOE), £ —1)) o)y

{ » 21 au liew de I'idéal du premier lire yidéal premier

ou 1, suivant que v est oun’est pasentier,

D@, 1))

s 1 au liew de U, < L(n';,;)+5___1 .

168 ligne 3 aw lieu de =< pi 4 v(pi — pf a-1); lire u; <L (njm) — l:
lre =i <p/ + o(p — pi-a-1); E : ; pE_]L -1
3 lieu d iy); b d pi); : : i i '
aw lieu de m;}d ;; E)(isre (mo ,' _{;,- E(i . 8 au lieu fffﬁhj;n“[u,;r-{- FJ lire : -_1312 ﬁ[u,-r+ W“]%
4 au lieu de x P liye x 4 i

168

n
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ag. 187 ligne 9 awu liew de v k(') k) +1; live va(le(x")/k) + 1

.

B ]
n
»

190

191

191
191
191

n

3 3

28 au liew deloo live + oo
7 au liew de (mod P'+F—'r—2)n0)

lire (mod ' F(r—2)

17 au liew de pp€B(o) lire p, pef(a) et
31 dz corps ds lire de corps mon-galoisiens de

82 au lieu de

t. IX lire t. XI
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