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INTRODUCTION

D. Kazhdan a i#ﬁ}oduit en théorie des représentations d'un groupe
réductif sur un corps-local le principe que la théorie d'un corps local de
caractéristique p S;b est la limite des théories des corps locaux de carac-
téristique O de mé&? corps résiduel, quand 1'indice de ramification absolu
e tend vers 1'infini-

D'aprés la phiioprhie de Langlands, il faut s'attendre 3 ce que le
méme phénoméne apparaisse pour les représentations linéaires (de dimension
finie)‘du groupe defGalois Gal(F/F) d'un tel corps local. En fait, du cdté
galoisien, M. Krasner 'a mis ce phénoméne en évidence dés les années quarante.
Voir [3],[4]1,[5] . ?Sﬁr 1'8tudier, M. Krasner a introduit I'hypercorpé quo—
tient multiplicatif;d'un ‘corps valué F par un idéal q de l'anneau (0 de
la valuatlon On suppose q#0 et q#0 .1l s'agit de 1'ensemble
F/(l+q) quotient de’ F par la relation d'équivalence x € (l+q).y , muni
de la multiplicatioaxét de 1'addition (multivalude) déduitesde celles de F .
Pour la description~§iun objet (noté Qq(F)) qui porte la méme information
et n'utilise pas de’loi de composition multivaluée, voir la fin de 1'intro-

duction.

Nous ne considérerons que des corps valués complets, la valuation &tant
a valeurs réelles(hauteur 1). Soient F un tel corps, et Fi une suite de

tels corps. On -suppose que F et les Fi sont munis de valuations ayant le

méme groupe var C:BR comme ensemble de valeurs et, pour y € T , on pose

{x € F l v(x) > 1} et m' = {xX€F [ v(x) >y} . M. Krasner dit
que les F.1 tendent vers F si, pour une suite y{1) €T tendant vers
+oo , on s'est. donne des isomorphismes de F/(1+my(1))* avec
F. /(1+m Y(1)),. Pour " tout idéal q = m' de OF , si on pose gq; = mz , on

- : . *
en déduit pour tout ﬁl assez grand un isomorphisme de F/(1+q) avec

F. /(1+q ) $¥: P €-F[X] est un polyndme unitaire séparable, on sait que

F[X]1/(P) ne change pas (& isomorphisme canonique pr&s) quand

la F—algebre'
suffisamment peu les coefficients de P . La méthode de Newton

on perturb
permet en effet de trouver un unique zéro de P prés de chaque racine du

polynome perturbe. Sl les Fi tendent vers F , on peut utiliser ce fait

E de F  une extension Ei de F.

pour attacher a une exten51on séparable 3

pour i assez grand. M. Krasner montre que si E est galoisienme sur F ,
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}E:.1 1'est sur Fi , de méme groupe de Galois, et que la structure de 1a rami-
fication est préservée (pour i grand). Tout se lit déja-sur F/(1+q)

*
q= oY pour Y grand, et F/(l+q) est 1somorphe a F /(1+q ) , pour

i grand. -

Dans le présent article, nous nous limitons pour 1'essent1e1 i consi-
dérer des corps valués complets pour une valuation dlscrete, a corps rési~
duel parfait. Si un tel corps est de caractéristique p >0 et donc isomor-
phe 2 un corps de séries formelles k((x)) , il estafqgilgude 1'approcher par
des corps de caractéristique O . Nous précisons léé résultats de M. Krasner
limités au cas particulier considéré. Pour chaque ﬁuisséﬁge q = n° (e > 1)
de 1'idéal maximal m de 1'anneau de la valuation 0 de F , nous définis-
sons une sous—catégorie pleine Ee dela cate’gorié € des exténsions finies sépa-
rables de F . Elle croit avec e et E est la ré&union des E; . Nous
montrons que Ee: ne dépend que de F/(1+n® ) . Plus prec13ement,nous construx—
sons une catdgorie E(F/(1+x°) ) ne dépendant que de F/(1+m ) et une
&quivalence de catégories canonique E E E(F/(1+m ) ).# La sous—-catégorie
pleine Ee de E a les propriétés de stabilité suivantes: avec une
extension E de F , elle contient sa cldture normale et.ses sous—extensions;
avec deux extensions E' et E" de F , elle contient leurs extensions
composées. Si F est une cldture séparable de F , une éeilé sdﬁé—catégorie
E' de E correspond & un sous-corps F' de F galoisiéh sur F, FE'

et F' se déterminant mutuellement par les régles : F' est la réunion des

EcF dans E' , la sous-extension finie E de F est dans E' . si et
seulement si E cF' . Pour E° = E, » le sous-corps F' :de Fiest le

sous—corps fixe par Gal(F/F) : le e-i2me groupe de ramification en nota-
tion supérieure ([6] IV § 3 Remarque 1 page 83). En d'autres termes, pour
qu'une extension galoisienne finie E de F goit dans Egl, il.faut et il
suffit que le e-ilme groupe de ramification en numérotation supérieure
Gal(E/F)® soit trivial. La catégorie Eé détermine le groupe‘p;bfini

Rt S

QeGal(?VF) t= Gal(F/F)/Gal(fyF)e o e

3 isomorphisme prés, et méme 4 un automorphisme int&rieur prés (3.5).
P e = - . . -
Le groupe profini Q Gal(F/F) ne dépend donc, i isomorphisme inté&rieur
« e, ¥ . ~
prés, que de F/(l+m ) . Que tel puisse &tre le cas nous a &t& sugpéré par

la th€orie du corps de classe. Pour F 3 corps résiduel fini, celle-ci four-
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nit en effet un isomorphiséé Eanénique de 1'abélianisé de Q®GCal(F/F) avec
le complétd profini de F /(1+m )

Parmi les compatlbllltes que nous prouvons, signalons les suivantes :

a. Soient Fi (i-= 1 2) comme c1—dessus. On affecte d'un indice i 1les

objets relatifs a Fi . 501t=donne un isomorphisme

F /(1+m ) o~ F /(1+m2) e

Il fournit une equ1valence,de;catégories

E,(F)) o E(F /<1+'m1) ) =~ E(F o (L) * ok o(F) -

e

8i1' extens:.on.,E1 Jdéu;Flg‘correspond 3 1'extension E, de F, (Ei
dans Ee(Fi)) » les fonctions de Herbrand pour E /F et E /F sont les
mémes . Posons wE /F(e ) Nous construisons un 1somorph1sme

-‘E /(1+m1) = E /(1+mr) . (m ii etant ici 1'idéal maximal de 1'anneau de 1la
valuation de Ej) g;}etayllssgns.pour lui diverses compatibilités naturelles.
b. 5i les F, sont 2 éﬁrpé’résiduels finis, nous prouvons la commutativité

[ .

du diagramme

© T ab: tyé fAi;avy .
, ;Q Gal(Fl/Fl)q,; Q!E?‘Fétffz{Fz)]
R X - T

[F}/ (1)1 o [ﬁ’;/(lm‘;)*l’_‘
Dans ce dlagramme,Jl'lsomorphlsme en premiére ligne est le quotient de 1'iso-
morphisme (bien def1n1 3 1somorphlsme intérieur pres)

Q Gal(F /F ) o~ Q €Gal(F /F2) déduit de 1'E&quivalence E (F ) ~ E (FZ) .

L' 1somorphlsme en secondeiligne est déduit de 1'1somorphlsme

FI/(1+q1)* e=F21(1+q2)*‘ et les isomorphismes verticaux sont ceux du corps

de classe pour les F. .

Pour des corps Fi i corps résiduels algébriquement clos, on a une com-

patibilité analogue avec la théorie du corps de classe géométrique (3.8.1).

c. L'isomorphisme (bien défini 3 isomorphisme intérieur prés)
QeGal(EllFl) e QeGal(fé/Fz) induit une bijection entre les classes d'iso-

morphie de représentations complexes (continueset de dimension finie) des

Gal(?i/Fi) . triviéles sp; Gal(Fi/Fi)e . Si les Fi sont 4 corps résiduels
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finis, des représentations ve dont les classes d'isomorphie se corres-

pondent donnent lieu aux mémes facteurs L et e /(3 n.

Plutdt que 1'hypercorps F/(1+q)* de Krasner, dont 1 add1t1on multi-

valufe nous met mal 3 1'aise, nous preferons utxlxser 1! ob;et Q (F)} sui-
vant, qui porte exactement la méme information :" 1'anneau gradue, de groupe
de degrés le groupe T = F /O de la valuatlgn‘de ~F et de composantes

-

homogénes les e,

Qq(F)Y i« X EF [ v(x) > y} /.q,.{x EF| v(x).> v} .,

muni des morphismes E5,Y Q (F)Y — Q (F) ?our: y > 6,, déduits par
passage au quotient des 1nc1u510ns naturelles. On notera que ‘le groupe multi-
plicatif des é€léments homogénes inversibles de Q (F) est canoniquement
isomorphe 2 F*/(l+q)™ . : "Lffﬂ

Supposons la valuation discréte et normallsee de sorte que son groupe
des valeurs soit Z . L'anneau Q (F) est alors ‘z- gradue. Changeant de
notations, nous écrirons Qe(F) pour ce’ qu1 plus haut eut gté Qme(F) (m
1'idéal maximal de 1'anneau ( de la valuatlon, e > 1). Posons, pour

ne€z, mn = ‘{}C €EF l v(x) > n} v On a"- S

Wy

+,
QM= & o/t
. n, n+te n', n'+e '
les morphismes €t p ¢ @ /m —m /m pour n >.n' &tant déduits
» ] . -
des inclusions ml¢— m" . La donnée de Qé(F), gquivaut 3 celle de
l'anneau Q = Q, (F) = 0/n® , du Q°-module.librée de rang un
Q = Q, (F) /m et du morphisme de Q°-module '
1 < 1 .
€ = £0,1 : Q — Q de Q sur 1'idéal maximal de Qo . On reconstitue

n . . ) .-
Q?(F) comme €tant la puissance tensorielle n-idme du Q°-module inversible
Q et les € 4 se déduisent de e . Dans le texte, nous travaillerons

E]
. o -
avec le triple (Q ,Q ,e) plutdt qu'avec Q e(F) . Nous noterons ce triple
» - ‘Am' -

Tre(F) . La classe d'isomorphie de Q° d&termine cellé de (Q?,Ql,e) »
. . . o .1
i.e. celle de Qe(F) » mals le triple (Q,Q ,e) n'est pas déterminé i iso-

. . o o _ .
morphisme unique pré&s par Q ; il admet des automorphismes non triviaux,
mais triviaux sur Q°

Yavmia dqt o rqs R o 1
J'avais d'abord pensz utiliser, plutét que Qe(F) ou (Q ,Q ,¢) ,
. . e

simplement le quotient Q° = 0/m° . L'exemple suivant montre que cette appro-

che fournirait des r&sultats moins précis. Prenons F 3 corps tésiduel algé-
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7
briquement clos et cons1derons la catégorie Emod des extensions modérément

-~

ramifidesde F . On ne sa1t pas la reconstituer i &€quivalence unique a iso-

morph1sme unique prés r1en qu en terme du corps ré&siduel k de: . Pour
= k((x)) , l'automorphlsme X — 3x de F (x € k) , trivial sur k ,
1/N

aurait sinon une exten51on naturelle 3 k{(x )) (N>1 premier a la

hi

caractéristique), ce qu1 est ‘absurde : pour X une racine N-i&me de 1 ,

cet automorphisme d'ordrej n ne peut pas étre &tendu en un automorphlsme

et

du méme ordre. Par contre,‘cette catégorie Emod est entiérement déterminée

par QI(F) ou, ce qul rev1ent au méme, par k , muni du k-espace vectoriel

de rang un m/m2 : 1e foncteur qui 3 une extension modérée E de F , de

n, ntl
/mE

ture naturelle de Ql(F) algebre pour laquelle Ql(F)

, muni de sa struc-

degré d , associe 1 anneau gradue Ql(E)
n/m2+l

d?L , est

pleinement fidgle et on- determlne aisément son image essentielle. A fortlorl,
la catégorie Emod‘EeSt dEtermlﬂee par O/m s mais travailler avec O/m
plutdt qu'avec (Olm m/m ) seralt moins précis.

A la source de notre usage de Q, (F) se trouve le fait suivant. Une
extension totalement ramlflee ‘E de F est obtenue en adjoignant &4 F une
racine 4'une equatlon d Elsensteln X"+ 1 a. X =0, et il est plus précis
de considérer 1‘1mage a.._ﬂs‘rai dans m/m* 1 que dans O/m® . Si on
voulait traiter de corps vslues complets & corps résiduel non parfait, pour
lesquels on ne peut plus factor1ser chaque extension en une extension non
ramifiée, définie par une exten51on séparable du corps résiduel, suivie d'une
extension totalement ram1f1ee, il ne m'est pas clair que Qe(F) resterait

préférable 3 0/m® .

1. PRESENTATION DES PERSONNAGES

1.1. Appelons anneau de.valuation tronqué un anneau local R dont 1'id&al

maximal m est engendré par un &lément, et nilpotent. DEfinissons la

longueur 1g{(R) de’ R comme &tant celle du R-module R . C'est encore le

plus petit entier £ tel que m‘Z =0 , On d&finit la valuation de x € R

par v(x) :=sup {i | x € m'} . Elle est 3 valeurs dans 1l'intervalle

[0,1Q(R)-1] de Z , augmenté par {»} (avec v(0) =« ).

125




Tout anneau de valuat1on tronque R est le quotient d'un anneau de

valuation discrdte ; qu on peut supposer complet, par une puissance de

1'idéal maximal. D apres 1es théoremes de Cohen sur la structure des anneaux

locaux complets, 11 ex1ste en effet un anneau 1ocal complet ré&gulier Rl

dont R soxt quotlent ‘(EGA v 1 19 8. 8) On peut choisir R1 ayant méme

R (passer 5 un quotlent régulier). Si on

exclut le cas tr1v1a1 ot* R -est un corps,:hRi' est alors 1'anneau V voulu.

Nous aurons é ut111ser des trlples (R,M,e), formés d"un anneau de
ﬁ ; d'un R-module libre de rang

expace tangent de Zariski’ que

valuation tronque é corps res1due1 parfalt
un M et d'un eplmorphlsmg' e de’ JMJ sur l 'idéal maximal m de R . On
déduit de ¢ ,Wpdﬁr'“r's €z “r < s;; un morphlsme
Er, Hgn ﬁgm @F P———f e(x)r s.xig ‘:4

La classe d'isomorphie de S = (R M s) ne depend que de celle de R,
Plus précisément, si S"!= (R' M',e)~ est un autre triple, tout isomorphisme
u:R—>R' se releve en “U.: S .__+ §' . 8i* m est un gé€nérateur de
M, relever u en u rev1ent ; relever ué(;)”— un générateur de 1'idé&al

maximal m' de R' - en un générateur "ﬁ' de’ M' .8 1g(Ry > 1, ¢

induit un isomorphisme M/mlg(R) 1M S m s de ‘méme pour S' , et d'aprés

Nakayama tout reldvement de  ue(T) ~est un generateur de M' .
Auntriple S = (R,M,e) , on asssc1e ‘
a) la R-algébre gradu€e Q(8) := %%Z .'is choix d'un générateur «

de M 1'identifie 3 l'algdbre des polynomes de Laurent R[T_l,T] . Les

€ n(n > 0) forment un morphxsme de la sous-algebre @ M  dans R .
»
. n>o
b) Le groupe multlpllcatlf s* ) des €l&ments homogines 1nver51bles de Q(8).
Le choix d'un générateur oo de M #1° identifie 3 Z «x R , par 1l'application

* * ‘ .
Z xR =5 (@0 b L

Soit 7 un générateur de M . On définit la valuation de x = yﬂ S eM®®
par v(x) = v(y)+s . Si £, s(x) #0 ,0na vix) = ve, s(x) . La valuation
@ - ’ »
v:M — Z est 3 valeurs dans [s,1g R+s-1] Y} .
1.2 Nous appellerons corps local un corps valué couplet pour une valuation
discr&te. Le corps résiduel sera toujours supposé& parfait. Pour F un corps
lo ' . e . )
cal, on notera OF 1'anneau de sa valuation, mg, 1*idéal maximal de OF
et v, la valuation, normalisde pour avoir Z comme groupe de valeurs.

. . v c e s as
51 cela ne crée pas d ambiguité, 1'indice F sera omis.
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Soient F un corps lpcal et e un entier > 1 . On notera Tre(F) le
triple  (R,M,€) suivant : R = 0/m® , M=mn/m* ot ¢ = projection
naturelle de m/me+l sur 1 1dea1 maximal m/m® de R . On a 1g(R) = e,
Soit T un generateur de ﬂl'. Pour s €Z , on notera m° 1'idéal frac-
tionnaire OQ.r° = F . Il ne depend pas du choix de 7 . Les isomorphismes,

P\ s . .8

eux aussi Lndependant de : X1° b—> X7~ induisent des

isomorphismes A

Tre(F) —_— F/(unltes = 1 mod m ) .
Via les isomorphismes MQB‘eewms/me § , les €p o s'identifient aux appli-
e+s »8 T

cations n®/m o' /m® r - déduites des inclusions m° c m , et v
sur M%° se déduit de ;élfestriction a m° de la valuation de F .

Les triples Tfé(F);FAEtachés &4 F sont, en substance, les "hypercorps
valués quotients de' F. ﬁarfun.diviseur multiplicatif” que consid&re Krasmer
[51 . B

Tout triple (R,M,e)fﬂdegl.lﬁ est isomorphe 3 1'un de ceux obtenu par

et

le procédé 1.2. . f;ﬂg,ﬂM

1.3 501ent F un corps local a4 corps résiduel parfait et f r€el > O .
Nous noterons {ext F) la categorle des extensions finies séparables E de
f

F vérifiant la condition suivante CF .

£-La cIBturenormale- E1 de E sur F vérifie Ga‘l(EllF)f. = {1} .

Pour une liste decond1t10nsequ1va1entes Cg , voir 1'appendice (A.6.1 et A,6.2).
L'essentiel de 1! art1c1e cons1ste a (a) pour S = (R,M,e) comme en 1.1,

avec 1lg(R) = e , construlre “une catégorie (ext S} 5 (b) pour F comme

ci-dessus et e,_un"entler > 1 , construire une E&quivalence de catégories

.
N

T : (ext F)e-——~+ (ext TreF)e .

Si F' et F" sont deux corps locaux A corps résiduel parfait, munis
. . o . . e e
d'uniformisantes =' ,%" , un isomorphisme u : 0'/m' —— 0"/m"

envoyant la classe de 7' sur celle de =" induit un isomorphisme de

Tr (F') avec Tre(F") . Des 8quivalences T et de cet isomorphisme, on

déduit une &quivalence

(ext F)® = (ext FH® .
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En voici une description partielle. A une extension E' de F' , vérifiant
C;, et supposée pour simplifier totalement ramifiée, on fera correspondre
1'extension E'" suivante de F" . On choisit une uniformisante x de E' .
Elle vérifie une &quation d'Eisenstein P(x) = 0 . On é&crit P(X) sous la

forme
P(X) = X® + 7' I a]!Lx1 .

L'isomorphisme u permet de faire correspondre aux a{ des a¥ dans (0",

bien définis mod m"® , et on prend pour E" 1'extension de F'" ’'obtenue en
. . . ~ . . n i
adjoignant 3 F'" une racine du polyndme d'Eisenstein X + 7" L a;X . La
o .
Fl
unique prés, du choix des ag . Notre introduction de la catégorie

condition C assure que l'extension E" ne dépend pas, & isomorphisme

e e . .
(ext TreF) et de T est une fagon commode de vérifier qu'on obtient bien
par cette construction un foncteur (ext F')® — (ext F")e . '

La définition de la cat@gorie (ext S)e et celle du foncteur T seront

données au paragraphe 2,

S

1.4. On organise les triples (R,M,e) de 1.1 en une catégoriéﬁ T en
définissant un morphisme f de S = (R,M,¢) dans S' = (R',M',e)’! comme

la donnée d'un entier r , (1l'indice de ramification), d'un morphisme
M|®r -

@ : R—— R' et d'un morphisme R-lindaire n : M — enéoyant un

2 = Qr . . . - .
générateur de M sur un de M' , 1.e. induisant un isomorphisme, encore

noté n, n: M 8%»R' —:La-M'@m » et rendant commutatif le diagramme

M n M(@’-’

[ [
® s ¥

R ——— R' .

Soit m un générateur de 1'idéal maximal m de R . Si @(r) # 0, on a
nécessairement r = v(p(w)) . Si m(ﬂ)'= 0, ona r>1g(R") . On compose

les morphismes par la formule
(r',&D'.n‘)°(r,(D,T\) = (r'r,¢'ow,n'®r°ﬂ) .

Exemple 1.4.1. Soient F wun corps local i corps résiduel parfait, E une

extension fini s g PRy . .
iniede F, r 1'indice de ramification et e un entier. Le
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morphisme structural F —— E’ induit des morphismes

. e re . e+l r, r(e+l) = r, r+re l+re @r
© : Op/mp —0p/my, et rmp/mp T ——— mp/my = mp/mpCedmy/mp 9
et {r,q,n) estunmorphi;me‘;‘Tre(F) —_— Trre(E) .

fS:=((R,M,e) dans T , m 1'idéal maximal de R

et e un entier tel qﬁerﬂlif e < lg R . La réduction wod n° de S est

Exemple 1.4.2, Soient

le triple (R/me,M/meﬁfgj‘iéOn‘dispose d'un morphisme naturel, d"indice de
ramification 1, de .- S ~&§n§”xs mod m® . _
Scient § = (R,M;&) et §' = (R'",M',e) dans Tet f = (r,p,n) : S— S'
un morphisme. On notes:m, m'. les idéaux maximaux de R , R' et k , k'
les corps résiduels. 7 ;0 o
Nous dirons que ﬁfi}eéﬁ,glgg, ou que S’ est plat sur S si
lg R' =r 1g R . Si onfgxciut,lg cas ot R est un corps (lg R = 1), ceci
revient & demander que . R' soit plat sur R . Les morphismes 1.4.1 sont plats.
Nous dirons,qhe gt est_fi&i sur § si R' est un R-module de type
fini, i.e. si leﬂcqyps rééiduel k* de R' (ou, comme nous dirons, de §')
est une extensionifi&iéfdé4ce1ui, k , de R . Les morphismes 1.4.1 et 1.4.2
sont finis. ”” , o ' ’
Nous dirons que ;S'H:est'ésglg_sur S s'il est plat, fini et que
r=1. Rappeloné‘que; Kk est supposé parfait et que 1'extension résiduelle
k'/k est donc séparable. Si.S' est &tale sur S, R' est 1'unique R-
algébre &tale de corpsi}égiquel k' . Elle est unique 3 isomorphisme unique
prés, On a M @h R'-—::;+ M'};”et ¢ s'obtient par extension des scalaires.
Le foncteur "corps résiduel" est une &quivalence
(les §' étalelsur S)‘—4++T(1es extensions finies de k) et pour §' &tale

sur S , de corps résiduel k"ét S" sur S , de corps résiduel k" , on a
Homs(st,sn)'?;-:‘- ik Homk(k' kM.

- . - - . o~ 1
Nous diroms que S' est totalement ramifié sur 8§ si k — k' .

Tout morphisme fini f : S — S' admet une unique factorisation.

P b1 ]
§ — 8* — 8’ avec Sé étale sur S , de corps résiduel celui de & ,
o .

et S' totalement ramifié sur S; .

1.4.3. A 1'imitation du cas des extensions de corps, on peut décrire T

fini et plat sur § et totalement ramifié en terme d'un polyndme d'Eisenstein.

Posons S = (R,M,e) , T = (A,I,e) et soit (r,p,n) 1le morphisme 8 —— T.

T,.
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Soit x un générateur de I . Comme R-module, A est libre de base les
e(x)* (0 <i<r) . Puisque n: M G% A — 1%

existe un unique systéme d'é&léments a; € M tels que

est un isomorphisme, il

r o1
(1.4.3.1) e onl sz aie(x)r HYao ,

1

et, parce que xQr -est un gén&rateur de f@r » 8, est un géné;gteur de

M . On appelle (1.4.3.1) 1'&quation d'Eisenstein vérifiée par "x F Les a,

permettent de reconstituer T/S , muni de x : on a

A o RIXVOT + 2 efadx™™)

»

I est le A-module libre muni d'une base x , avec £ ! X+ X et n est

s £, . R/r ~ . r
défini par la condition que son inverse : I~ -—— M Gh A envoie xg sur

-1
£ ay ® X"
fournit ainsi T/S fini plat totalement ramifi€ muni d'un générateur-de I,

. Tout systéme de a; , avec a_ un générateur de M.,.

dit déduit de S par adjonction d'une racine de (1.4.3.1). ST
$i E est l'extension du corps local F , & corps résiduel parfait,

obtenue en adjoignant 3 F une racine x d'un polyndme d'Eisenstein .
e+l ‘

Xt o+ 3 a; Xt , et que a. est 1'image de a; dans n/m s Trfé(E)',
. . + ’ PR ' . .
muni de 1'image de x dans mE/mEe 1 , est déduit de Tre(F) par adjonction

&

d'une racine de x— + nl( I Ei e(x)T™) .

Lemre 1.4.4. Soient F un corps local & corps résiduel parfait, e um

entier > 1, 5 =Tr (F) et T fini et plat sur S, d'indice de ramification

r . Il existe une extension finie séparable E de F, d'indice de ramifica-

tion r , tel que T/S soit isomorphe 2 Trre(E)/Tre(F) (1.4.1)..

Factorisant T/S en T/S'/S , avec S'/S non ramifi& et T/S' tota-
lement ramifié, on se raméne & supposer T/S &tale ou totalement ramifié.
Si T/S est &tale, on prend pour E l'extension non ramifiée de F d'ex-

tension résiduelle celle de T/S . Si T/S est totalement ramifié, décrit
par une &quation d'Eisenstein (1.4.3.1), on reléve les a; € mlme+1 en des
2} € m et on prend pour E 1'extension de F . obtenue en adjoignant une
racine du polyndme d'Eisenstein xF + 3 3& Xr-i « Pour r # 1, prendre

~

a # O pour &tre slr que E/F est séparable.
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5 s
1.5. Soit T/S fini et plat totalement ramifié, et reprenons les notations
i

de 1.4.3. Notons b, - 1'&lément suivant de 1T (0 <i <r) : b =1 et

pour i >0,

.;:)ei’rn(aj)e(x)i_j .

8i = Tr (F) , que' E est 1 extension de F obtenue en adJOLgnant a F
une racine x du polynome d’ Elsensteln P(X) =X + ¢ lxr‘l et que

o+
T = Tr (E) , muni du’ generateur de I = mE/m 1 image de x , de sorte
que a1 est la reductlcn de ‘A} » les b. sont obtenus par réduction 2
partir des coeff1c1ents du polynome E E;Xr_l = P(X+x) ., On a

b =b =1 et b_ =% o.
4 o T

Soit n, 1la fonctlont{'[o r-1] — R telle que le polygone de Newton

enveloppe convexe de 1 ensemble des (i,v(bi)) soit 1l'ensemble des (x,y)
avec y > nT(x) . La fonctlon n, est lin2aire de r-2 3 r-1 et on note

~

n, son prolongement 5 [O,r]! linéairéd-de r-2 4 r .

Proposition 1.5.1. Avéc les notations précédentes,si le nombre réel £

vérifie 0 < f <e , pour que E/F vérifie la condition ct de 1.3, i1

faut et il suffit que. T(r) < r(f+l) . Si cette condition est remplie,

1'enveloppe convexe de i'ensemble des (1,v(bl)) coincide avec celle de
1'ensemble des (i,v(g;)) o

Notation . Nous utiliserons la notation vg de A.2.a.

Lt
b

Preuve . Soit nékyla;ﬁonction [0,r=1] — R telle que 1l'enveloppe
convexe des (i,v(gg))?'soit 1'ensemble des (x,y) avec vy z'nE(x) . La
théorie du polygone de Newton et (A.3) disent que, si z, est une racine
de P dans une extenSLOn séparable assez grande de F , et qu'on range
les autres rac1nes dans un ordre tel que v(zi—zo) soit croissant avec i
(t<i<rl, 1a fonction nE interpole lindairement la fonction

nr— I VE(zi_zo) . Soit m [0,r] — R 1le prolongement de ng ,

1<n E: £ - )
lindaire de r-2 3 r . D'aprés A.6.1, la condition C~ &quivaut 3

EE(r) < r(f+1) .

. ®i ~ . ~ i
Puisque b, € I est la réduction de bi € m, , on a
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v(b;) - v(S‘i) 8i v(s'i) < re+i

« sinon . y '}7,;1
Lo

Ceci donne la relation entre n, et ng,: la fonction np est'définie par

1'enveloppe convexe de l'ensemble des (i,v(b;)) et ng par celle déff

(i,v(gk)) . Puisque vE(Bl) > i, la fonction n, est de pente > 1 . Si

ﬁk(r) < r(e+l) , on a donc pour tout i <r Eﬁ(i) < r(e+1)f(;ji) et .

pour tout point extrémal (i,v(S})) de 1'enveloppe convexe des (i,v(ﬁ})),

v(gl) < r(e+tl)-(r-i) = re+i , de sorte que v(bi) = v(B}) et nT”f.nE .

Si par contre pour un de ces points extrémaux on a v(bi) =w , i.e.

v(S}) > re+i , om a pour chaque j >1i, v(S})_z n(j) > re+i+(j-i) é ;

— . g
re+j , V(bj) = o et nT(r) =« , Ceci prouve le

Lemme 1.5.2. Les conditions suivantes sont Equivalentes :

(a) E/F vérifie c® ; (b) Hﬁ(r) < r{e+l) ; (o) ng = op - S
(d) 3&(:) o
Puisque pour f < e , ct implique c® , on en déduit 1.5.1 .

1.5.3. Pour t réel > -1 , définissons r, par

r-r = le plus petit entier g tel que N soit de pente < t+l-
sur [0,g( . Si les conditions équivalentes de 1.5.2 sont satisfaites, . .
cette fonction coincide avec celle de méme nom pour E/F (A.3.4), Posons

u
wT/s(“) = Io de/{r :r,)

(et wT/S(u) = u pour -1 < u <0}, et soit WT/S(U) 1a fonction inverse.

Si les conditions &quivalentes de 1.5.2 sont vérifiées, ce sont les fonc-

tions de Herbrand ¢ et ¥ pour E/F . Ces interpré&tations montrent que

la validité des conditions de 1.5.2 et, si celles-ci sont vérifides, les

fonctions r, @ et V¥ ne dépendent pas du choix du générateur x de "I .

1.5.4. Soit T/S fini et plat et factorisons T/S en T/S'/S avec §'/S
étale et T/S' totalement ramifiég.
Posons S = (R,M,e) et e = 1g(R) . Pour O < f < e, nous noterons

f .. .
Cc la condition suivante.
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Cf. T/8? ver1f1e la cond1t10n n (r) < r(f+l) de 1.5.1.

$i la condition ¢© est ver1f1ee, on deflnlt les fonetions r, (t >-1),

@ et ‘%/S 'comme etant les fonctions de méme nom pour T/S' .

¥ . . .

1.6 Soit £ : S 44+_T‘ ”dans“ T , fini et plat. Nous nous proposons de

définir un morphlsme norme ;Ni}s : T* __q.s* . Posons § = (R,M,¢) ,
T = (A,1,e) , (r,w,n)‘ et soit n 1le degré de l'extension résiduelle.

En tant que R—module,_la R—algebre A est libre de rang nr , d'oll une

norme NA/R : AT —~ R y..En degré 0, c'est la norme cherchée.

Pour x un generateur de fi , définissons Nx € Mlgn . Supposons d'abord

aren
NS

T etale sur S . Pour n L un generateur de M et x = apn(m) , on pose

N(an(m)) = I‘I(a\.)“cr@h . Aveq;qgtte définition, N{x) est indépendant du choix

de © , et pour E:E Af Jﬁvérifie N(ax) = N(a)N(x) . Cette norme s'étend

en N:T —» S*.?. :.;u”, )
Supposons T - tot#leﬁéﬁt ramifié sur S . Soit (1.4.3.1) 1'équation

d'Eisenstein verlflee par % . On pose N(x) = (- 1) a, . Pour TF convenable,

ona S oTr (F) etid apres 1. 4 4 on peut trouver E/F tel que T soit

* . . .
(E) . La norme’ I ——A-M est induite par N . En particulier, elle

E/F
N(a)N(x) pour a€ A* , donc se prolonge par multipli-

ver1f1e N(ax)

cativité en N : T —_ S 4'

Pour T/S quelconque est définil par composition, & partir des

j T/S
cas totalement ram1f1es et etales. Pour un morphisme 1.4.1, le diagramme

* % ' A ]
(TrreE ) -———¢T-—ngTreF)
est commutatif.

1.7 Des arguments'énalogues fournisgent un morphisme trace
Tr ¢+ I —— M .

Pour T &tale sur S , et 7 un générateur de M , il se dé&duit de TrA/R
par Tr(xn(w)) = TrA/R(x)-n . Pour T totalement ramifié sur S , et x
un générateur de I , on prend Tr(x) = -a, (ai comme en 4.3.1). Pour x

quelconque dans I , on &crit x comme une somme de générateurs : X = I Xi»
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et on pose Tr(x) = L Tr(xi) . Que la trace ainsi définie ne dépend pas
du choix des x, se déduit de ce que, pour f : S—— T du type I.4.1,
Tr est induit par TrE/F . Le cas général s'obtient par composition, et on

a ¢ pour T/S défini par une extension E/F (1.4.1) le diagramme

'“E-EEELE' O
Tx £

I—

est commutatif.

2. LE THEOREME PRINCIPAL

2.1 Soit S = (R,M,e) wun triple comme en 1.1,iifé.,ﬂh objet de T (1.4)
Nous définissons la catégorie (ext §) comme éﬁgnt 15 catégorie des S'
au-dessus de S , i.e. munis de £ : 5 —— Sfljiéﬁeé‘ls' fini et plat sur
S . Un morphisme g : (8',£') —> (8", f") estlhﬁ_morphisme g: 8 — §"
tel que gf' = f" . Automatiquement, S" est'plaﬁ sur S' : si
§' = (A',I',€) , S" = (A",I",e), £' = (', 0",n") , £ = (r",0".") et
g =(r,,n) ,ona " =rr’" , car " =gf' , et de 1g A' = r'" Ip R et
1g A" = r"lg R résulte que 1lg A" =1 1g A' . © '

Soient F un corps local & corps résiduel parfait et e un entier > 1.

On définit un foncteur
T, : (extensionsfinies de F) —— (ext Tte?)4§=

en attachant 3 une extension E de F , d'indice de ramification r , le

triple Trer(E) , muni du morphisme 1l.4.1 :'Tf;F;F~—+ TrerE . Pour

u: E— E' un morphisme d'extensions, d'indice de ramification s ,

To(u) : Trer(E)'-——+ Tre (E') est le morphisme 1.4.1 dé&duit de u .

s

Lemme 2.1.1 (i) Le foncteur To est essentiellement surjectif sur les

classes d'isomorphie d'objets.

(ii) Pour que E'/E soit étale (resp. totalement ramifié), il faut et il
suffit que TO(E')/TO(E) le soit. '

(iii) Si f <e , pour que TO(E) vérifie Cg-(l.s.A), il faut et il suffit

e
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que E vérifie cf (1.3‘):'.‘"

‘L'assertion (ii) est:tri_'\riale, (1) est (1.4.4) et (iii) se ramdne

au cas totalement ramifi&, traité en 1.5.1.

2.2, Soient X' , ‘})(J'_:’diaﬁé"'(ext 8). Notations : = (A",I',¢) ,
(',9o',n") : 5 — X' “est le morphlsme structural et de méme pour X" .
On suppose X' totalement ram1f1e. Soit =x un générateur de I' et

! "\:: i 5 "

{2.2. 1) X®r; + 'n: (E ai' é(X)r —1)

=0

son &quation d'Eisenstein’ (1.4.3). Il n'y a de morphisme de X' dans X"
que si r'| " . Supposons.que,fte‘l est le cas et posons s = r"/r' . On
déduit de la description.l.4.3 de X comme déduit de S par adjonction d'

uneracine de (2.2,1) que-la donnee d'un morphisme de X' dans X" é&qui-

vaut i celle de y € I"‘sas (1 1mage de x) vérifiant
@1" : o r'-i n&'" n" "
(2. 2. 2) y ) + 'n"(z ‘;-aieos (y) ) = 0 dans I '(—':’— M % A .

Pour S = Tr, (F) , X T (E ) , X" = T,(E"), x 1l'image de x véri-
~~r'-i

fiant 1'equatxon d Elsensteln ;r + 3T aix .7 =0 et yE I"GS image de
¥ € " s pour que 2.2, 2 s01t ‘vErifis, il faut et il suffit que

7 ' ~ : "_s
(2.2.3) v T Y T >enn .

" ' 1 R [ ]
On a en effet I“®r o m't /m.,r (e+1)
2.3. Soient X' et X" &ans ‘ (ext §) et reprenons les notations de 2.2,
Pour f un nombre reel > 0 . nous définissons R(f) comme &tant la relation
d'équivalence sulvante entre morphismes de X' dans X" : si
u, s X' — X" (=1 »2) sont deux morphismes de X' dans X" , u, = (s,tpi,n),

1

u =y, {mod R(f)) signifie que 1'on a :
R{(f) . ¢, et (pz; induisent le méme morphisme sur les corps résiduels et,

pour tout x dans I' , on a v(nl(x)—nz(x)) > s(f+1) .

Remarques (i)} Si X' est totalement ramifié sur S et que x est un

générateur de I' , on a

= uy (R(£)) &= vin;(x d-n,{(x )} > r(f+l) .

7
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(ii) Soient k, k' et k" les corps res1duels de S, X' et X", et

X! 1'extension &tale de S d'extension res1due11e k' '/k .On a

Homg (X! ,X") —— Hom (k',k") (1.4.2). §i C Bk —> k" est donné, d'od
. l " T b : -
wnr - X —> X ,ona S O AN 0

Homx| (x',x" — > {u € Hom ‘(X' ,X") I u iﬁduit G;}".’_}E

Pour que deux morphismes au membre de gauche 501ent R(f)—equ:.valents, il

o

faut et il suffit que leurs images le soient. ‘
] - - ’ - | "’l”‘(‘a_“. .

Lemme 2.3.1. Solient § = Tre(F) , X' = T (E ) et X" '#;TdV(E'i)“”-."'On suppoase

' ot e e ¥ i
que E' vérifie C et on pose e ‘% /F(e) X /s(e). (1.5. 3.

foncteur T induit une bijection de HomF(E' E") “avec l'ensemble des

classes de R(e')-€quivalence de moz}h1smes XN — : —» X" dans (ext §).

T - 2T
PR

Preuve . On conserve les notatlons de 2 2 et 2 3 Supposons tout d'abord
E'/F totalement ramifig. Soit X une um.formlsante de E' , x son image
dans 1I' et P 1le polynbme d' Elsensteln dont ‘x -est racine. D'aprés 2.2 ,
se donner u : X' — X" revient é se donner 5 dans E" , de valuation
le quotient s = r'/r' des 1nd1ces de nmlflcatlon de X' et X" , modulo
éléments de valuation > s+er" et verlflant (2.2. 3) La condition C° ga-
rantit que pour vy, , Y, dans E" raclnes_}:“‘de P,ona VE'(YI-y2) >
\PE,/F(e)ﬂ et que pour y vérifiant (2.2.3), il existe une (et une seule)
racine y; avec VE'(;_YI) < %./F(e)\+1 ‘.:AIfour ';1 et ';2 vérifiant
(2.2.3), que les morphismes correspondant sc&:}ent congrus mod R(f) é&quivaut

a
' ~ —~
r vF(y1 ¥,) < £+1 .

L'assertion en résulte pour E'/F totalement ramifi&, et on en déduit le

cas général par la remarque (ii) ci-dessus.

Lemme 2.4. Soient X' , X" et X" dans (ext S), u : X" —» X" et
VsV, i X' — X" . Quel que soit f , si vy =V, (mod R(f)) , alors
uv, = uv, (mod R(£)) .

La vérification est laissde au lecteur.
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2 : X" xnl EE

v: X' — X" . On suppose que X' et X" vérifient C° ., Si u) = u,

Lemme 2.5. Soient X' , X' et X" dans (ext §), uy,u

(mod R( ‘J’x,.is(e))) s alors. W v = uyv  (mod R(?X'/s(e)))- .

Preuve . Supposons tout d'abord X' et X" totalement ramifiés sur S .
On peut supposerﬁ(ﬁl.Z), et on suppose que § = Tre(F) , puis que
X' = TO(E') , X" = 'I‘O(E") et X" = TO(E"') . D'aprés 2.3.1, il existe
j:E — E" tel que v s To(j) (mod R(‘L’E,/F(e))) . Appliquant 2.4, on
se raméne 3 supposer que Vv = To(j) . Soient x une uniformisante de E' ,
y une de E" et identifions E' & un sous—corps de E" , 3 1l'aide de i.
Ecrivons x comme un polyndme en y & coefficients dams OF t % = G{y) ,
et soient P et Q les polyndmes d'Eisenstein 3 coefficients dans F dont
X et y sont respectivement racines.

D'aprés 2.2 » chaque morphisme X" — X" est défini par une solution
- approchée y' de"";Q dans E" : vFQ(y') > e+l . Pour que deux solutioms
‘approchées y', y" définissent des morphismes congrus mod R(‘PE../F(e)) , i1
faut et il suffit que

VEn(Y"Y") Z_‘VEu/F(e) + 1.

On a une description analogue pour les morphismes X' — X™ , en terme de
solutions approchées de P , et la composition avec v : X' — X" s'inter-

préte comme y' +— G(y') . Ceci raméne 2.5 (cas totalement ramifi&) au

Lemme 2.6. Si y' et y" sont des solutions approchées de Q :

VFQ(Y');VFQ{YH) _?_,é"'l » €L que VEH(Y"-Y‘) b '{’En/F(e)"'l » _a_lg_r_i
vE.(c(y'w-c(y";}) > Yo pleder

Soit R 1le polynbme minimal de y sur E' . Puisque x = G(y) , on a
R(X) | x~G(X) . Api;iiquant 2.3.1, onse raméne 3 supposer qu'une des solutions
approch8es y', y" - disons vy'" — est une solution exacte : Q(y") =0 . A
cette solution correspond un plongement E" <« E™ | par lequel nous iden-
tifierons E" 3 un sous—corps de E™: y=y". Avec ces notations, il faut

vérifier que si y' dans E™ vérifie vE..(y'-y) > ‘i’E..IF(e)+1 , alors

e 2 @

Puisque R(IX) lx—G(X) , 11 suffit d"établir que
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VEIR(Y') R wgl/F(e)"l .

- ° ' v . " de E'
On a WE“/F' \%"/E' Yot gp - Posons e ‘%,/F(e) . L extenﬁlon E e E
vérifie C® et il s'agit de vérifier que : S

VEn(y"'Y) _?_ ‘%"/E' (E')+1 - VE,R(yl) > e'+1 .

Cela résulte de A.6.4, appliqué aux extensions E", E" . de E' .

Prouvons 2.5 dans le cas général. Remplagant X' 53;{;6n extension
&tale de corps résiduel le corps résiduel de X" , on se ramdne 3 supposer
que X' et X" ont méme corps résiduel k' (utiliser 2.3 ;emarque (ii)).
Remplagant S par son extension &tale d'extension résiduelle k' °(nouvelle

application de 2.3 remarque (ii)), on se raméne au cas totalement ramifié

déja traité.

Définition 2.7. Soit S = (R,M,¢) avec lg R =-e . La catégorie (ext S)e
est la catégorie d'objets les objets de (ext S) vérifiant Ce , un morphisme
de X dans Y é&tant une R(wxls(e))—classe d'équivalence'de (ext -S)-morphismes

de X dans Y . La composition des morphismes est obtenue par passage au

quotient 3 partir de la composition des morphismes dans (ext ).

Les lemmes 2.4 et 2.5 garantissent que la définition donnée de ié com—

position des morphismes a un sens. On dispose d'un foncteur

.

de passage au

quotient

(sous-catégorie pleine de(ext S)formée des objet§ végiﬁianq.Cé)-f(ext S)e.

Pour S = Tre(F) , le compesant avec la restriction dngTd Téi%(eggiF)e_, on

obtient un foncteur

T : (ext F)e —> (ext TreF)e . :fQXffﬂm

Le lemme 2.3.1 et 2,1.1 (iii) pour f = e fournissent notrélthéoréme princi-

pal :

p . e e
Théordme 2.8. Le foncteur T : (ext F) — (ext TreF)e est une &guivalence

de catégories.

Voici quelques corollaires immédiats.
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Corollaire 2.9. Soient S = (R M,e)} dans T, avec 1g(R) = e , £ un

entier, 1 <f <e, et S la reductlon de S mod m (L.4.2). Le foncteur
rf
SI

qui 3 s'/s , d'1nd1ce de ram:.flcatmn r , associe sa réduction mod m

induit une equlvalence

(cbjets de (ext, S) verifiant ¢f) — (ext I
Preuve . On écrit: ‘ﬂ.\_Sf“Tre(F)‘i .v,'Le foncteur T induit une &quivalence

(ext Y — (ob'jé“‘tsj'dé --(e\xt Tr F)® vérifiant cf)
et 2.9 est le compose de son lnverse avec 1'équivalence 2.8 pour (ext F)f

(ext F) —9-' (ext S) e

Remarque . Utilisant que, idans (2. 3. 1), on ne suppose pas que le but E"

vérifie C° » on peut renforcer 2.9 comme suit :

(a) Tout S'/S dans (ext s) ‘est la réduction d'un S8'/S dans (ext S).

Si §' wvérifie Cf , S auss1 (ut111ser 2.1.1 (1) et (iii)).

(b) Soient S' ,e't s" 51_ans (ext S), de réduction S' et §" . 8i S

- f .
vérifie C , on a,

e
oy

Hom (s »5™ mod R(w

axt S (e)) — Hom (S /3" mod R(Y /s(f)) .

s’ /S
2.10. Soit E dans (ext F) vérifiant ¢® . Pour qu'une extension E' de
E vérifie c° (sur F), il faut et il suffit qu'en tant qu exten51on de E
elle vérifie C E/F(e) :

(e)
(ext F) ‘IE/F —Z . (ext F)e/E .

Traduisant par 2.8, on obtient le

Corollaire 2.10.1. Soient § = (RyMse) dans 7T , avec lgR=¢e , et T

Brifi ' indi ifi jon r sur S . Le
dans (ext S) vérifiant ¢® , d'indice de ramification Le

foncteur &vident est une &quivalence

Y o (e)
. T/s e
(objets de (ext T)'® ygrifiant C ) —— (ext 8) /T .

Soient T' et T" daps (ext T}, T' et T" vérifiant la condition
C‘*'T/s(e)
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.....
Bels

Le corollaire signifie qu'on a une bijection !

(classes mod R@&|/T(re))de T-morphismes de ‘Tffj

(classes modRﬂ& /S(e)) de S-morphismes f :aé“%h
fu = v mod Rﬁ’/s(e))) ’ Wl

Prenons T' = T" , u =v mod R@&/S(e)) et f Id On “trouve qu Til

existe un automorphisme a de T' avee a = 1d. mod RO& /S(e)) tel que

au = v : g s

Corollaire 2.10.2. Scient T et T' dans (ext S), verlflant c® et

u,v ; T —+ T' deux S-morphismes. Pour que u & v. ".mod R(qT/S(e)) , il

faut et il suffit qu'il existe un S-automorphlsme a_de T' ,

as Id mod R(Y¥ /S(e)) , tel que au =v .

La suffisance est cas particulier de 2.5.

3. COMPATIBILITES

3.1. Soit § = (R,M,e) dans T , avec 1lg R = e . La définition donnée de
la catégorie (ext S)® a ceci de désagréable, que les fliéches sont définies
comme des classes d'@guivalences de "vraies fli&ches' (dans (ext S)). Divers
objets attachés 8 T dans (ext $)° sont toutefois définis 2 isomorphisme
unique prés, et fonctoriels en T . J 7

Pour T = (A,I,e) dans (ext S), vérifiant ‘Ce , soientr oy 1'idéal

maximal de A et posons

(e)
Tl ¢t= réduction de T mod m;&/s (1.4.2).

Rappelons que WT/S(e) ‘est un entier (A.5.4 ). Pour tout morphisme
: T' — T" entre objets vérifiant C% , d'indice de ramification s , on

u
a ﬁru/s(e) = w&"/T’wT'/S(e)-f sWT./S(e) et u induit un morphisme dans
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u =v mod RY T'/S(e)) . l_es morphismes de Ti dans

vV colncident. Par passage au quotient, on obtient
un foncteur

(3-1-15' :;WJ*'T —— T : (ext §)¢ —s 7/5 .

1

ProEosn:lon 3.2. Scuent: T et T" dans (ext S) , vérifiant C° , et

£:1 — T" .}-,:_ . T

3

(i) Le morphlsme norme 4.3 induit un morphisme norme N : T'i* Ti*.
(11) Ce morph:.sme ne dépend que de la R(’i’r /S(e)) classe d'équivalence de

¥

R
ot

Pour (1), remplagant S5 par T' et e par ?T./S(e) s ON Se raméne
:] supposer,zque S=T .Posons T=1T", On peut supposer que, pour une

extensum. convenable E/F , d'indice de ramification r , ona 8§ = Tre(F)

LA

et T= Trre(E) . Le morphisme norme 1.6 est alors induit par
ik .
EIF : E ——-+ F "~ « Notons " le groupe des unités congrues & 1 modulo 1la

pu1ssance n—1eme de 1'idéal maximal. Il reste 3 utiliser que N
U‘%/F(e)(E) ‘dans - vEE) .
S Prouvons (11) _Par 2.10.2 et la transitivité des ‘normes, il SUfflt

E/F envoie

d'observ_er qu'un automorphl.sme a de T", d'image 1'automorphisme identique
de T":, dans -~ (ext. S) » induit 1'automorphisme identique de 7 .
La proposz.uon 3.2 permet d'attacher i chaque morphlsme £: T —s T

dauns (ext S) un moxphlsme norme

(3.2.1)"

" [1] 1] *
) N (Tl) — (TP -

Po’ll;rj lé;..traé'éﬂs, on a de méme
Proposition-3.3. Soient T' et T" dans (ext S) vérifiant C et
£: T —‘-> T" . Posons Ti - (A',Ii,c) et Ti' = (A",I",e) . Le morphisme

T

trace 1.7 “induit un morphisme trace : Tr : I'l' — Ii . Il ne dépend que de

la R(\P /s(e)} -classe d' équivalence de f .

Yp p(e)+l

On raxsom\e comme en 3.2, en utilisant que TrE/F envoie oy

dans (en fa1t sur) 4m:+1 .

La proposltlon permet d'attacher 3 chaque morphisme f : T'—o T" dans

{ext S) un morphxsme trace
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(3.3.1) Tr : Iq —_— I1 .“fl
3.4. Soient F' et F" deux corps Iocaux, ‘E un ‘entier > 1, et u un
isomorphisme Tr(F ) ——— Tr, (F") . On l'utlllse pour identifier

Tr (F') et Tr (F") A un méme trxple‘ S = (R M,g) . D'aprés le thé&oréme,

u fournit une équlvalence de categorles

U : (ext F1)°© -, (ékbe")e.j; %j

. . . ' scs e
Construction 3.4.1. Soient E' une extension de F' vérifiant CF' et
qui lui corresPdndiﬁaf-”Uf: Elles ont méme indice de
r{e+l)-

E" 1'extension de F"

ramification r et “h'/F' = E"/Fﬂn; Soit : e(l) ' Yo /F,(e) =
(valuation de la différente)-1 (A.5;4)l 'c est un entler. On construit un

isomorphisme canonique

. [] ~ . n.
us Trg gy (B = Tr, E" ..
Par définition, on dispose d'nn isoﬁotpﬁiémé;canonique, dans (ext S)©
entre T(E') et T(E"), i.e..d"une classe mod R(e(l)) d'isomorvhismes

entre (E ) = T (E') et Tr (E") =T (E") 
tous le méme 1somorph15me entre les quotlents Tr El)(E ) et Tr e(l )(E")

Ces isomorphismes induisent

1r 1 1 ]
de re(E ) et re(E ) . C'lest 1 1somorphlsme voulu.

3.4.2, On a e < e(l) <re, avec e(l) ='re si et seulement si 1'extension
E'/F' est modérément ramifide. Si e(l) ‘< re', on peut préciser U en un

isomorphisme canonique de R-algébres'f}

e()+l_ ~ On/ #e(1)+1 ?;:

(3.4.2.1) 0'/m .
Il s'agit de vérifier que deux 1somorphlsmes f f : (E')-+Tr (E™)
- re
R(e(l))-Equivalents induisent le méme lsomorph1sme (3 4. 2 n. R est
o

1'anneau des entiers de l'extension etale de R de corps résiduel celui de

E' et E", on a
Ro c 0'/n' re s 0"/m"re ,

et chaque isomorphisme £, induit 1'identité de R_ : onAa £, ]R = £, |R
i o 1'% 217 °

Pour x ‘dans 1'idéal maximal, image de X; dans m'/m'"®" , on a

V(£ (X)-£,(x)) > V(£ (x)-f,(x,)) > e(1)+1 .
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E

Au total, fl et f verlflent v(f -fz) > e(1)+41 , donc induisent le méme

morphisme (3.4.2. 1)

L' 1somorph1sme 3 4 1 obelt aux fonctorialités suivantes.

'3.4.3. Soient v Ei —-~+E2 un morphisme entre extensions de F' , dans

(ext F') E']: -“—+ EZ son image par U . Posons e(i) = \yE,/F,(e)
.,/F,(e) .5i r est 1'1nd1ce de ramification de EZ/E , on a

e(Z) <re(l) , d'oﬁ des" ‘fléches déduites de 1.4.1 : Tr E! — Tr

1]
e(1)"1 e(2)®2 -
De méme pour E. . Le dlagramme

Tr, gy (B f:“eu)_.‘E")

Tr (2)(3 ) ————-> Tr ‘(2)(

Ell)
est commutatif. Un'résultat analogue vaut pour les fl&ches 3.4.2, dans la

mesure oil cela a un sens.

3.4.4. L'isomori)ﬁismé"canonique U de 3.4.1 induit un isomorphisme

¥ e (D) | ¥ pn® e () .
E'" /U uTr (1)(F)—-—+Tt (1)(15) E" /U

oo

. 2 e(l)
Avec 1les notacxons (a), la norme N envoie ye ¢ )(Ei) dans U (E]) , de

méme pour E! /E" ' ‘et le dlagramme

E{’Ue(z) E" /Ue(z)
N ﬁw; "¥ ;J :
E}* /08 (”——-I"_;;__;’- E'l'*(pe (1)

est commutatif., Tar
i b . , , . '
3.4.5. Notons m , affecte d'indices et de 'ou "1'idéal maximal de 1 anneau
de la valuation de E , affecte de méme. Le diagramme
~ e (D)
oyt D, e

Tr o T fpe
Eé/Ei e E_ZIEI

llm'e(l)*l ~ m|1|/m|1|e‘(:l)+1
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est commutatif.
Les assertions 3.4.4 et 3.4.5 résultent respectivement de 1.6 et 1.7,.

et des définitions.
3.5. L'équivalence de catégories U induit un isomorphisme - unique 3 auto-

morphisme intérieur prés -
(3.5.1)  Gal(F'/F')/Gal(F'/F")  Gal(F"/F") /Gal(F'/F") ,

pour F' (resp. F') une cldture séparable de F' (resp. F"). .
En effet

(a) Il s'étend en une €quivalence de la catégorie des Ind-objets de (ext F')e
avec celle des ind-objets de (ext FM® . Ces catégories de Ind-objets
s'interprétent, concrétement, comme celles des extensions algébriques de F'
(resp. F") dont toutes les sous-extensions finies sont dans (ext F')e
(resp. (ext F")e) .
(b) Il y a dans Ind(ext F')e un objet ' , unique & isomorphisme (non

e .
unique) prés, tel que pour tout E' dans (ext F'"), Hom(E',0') # @ . S5i

F' est une cloture séparable de F' , on peut prendre

Q' = invariants de Gal(F'/F')® dans F' .

{(c) Ona Aut @' = Gal(F'/F)/Gal(f‘/F')e , et 3.5.1 est

U : Aut Q' —=—> Aut(UQ') ,

la non-unicité venant de ce que Q' n'est unique qu'd isomorphisme non unique
prés.
Par passage aux groupes rendus ab&liens,3.5.1) fournit un isomorphisme

canonique

(3.5.2) (ca1(i'/F')/ca1(F'/F')e)ab e (cal(iv"'/F")/cal(?"lf")e)ab

Noter que les groupes (3.5.2) sont indépendants, 3 isomorphisme unique prés,

des choix de F' et F" .

3.6.Supposons F' et F" 3a corps résiduels finis. Le corps de classe fournit

alors un isomorphisme canonique

(Gal(F'/F") /Cal(F' /F")®)2® o (™ /Ut (r'))?




(A pour "complété profini").

%

Proposition 3.6.1. Le d-iagr;mmé':“‘"
(Gal(F*/F) /Gal(FH /F))™ e (Gal(F/r") /Gal(F/r")°) ™

% R T S ; :
U e (T FHT T e e ()M (e u®) A

o

est commutatif.

L'1somorph1sme de la theor1e du corps de classe est la limite projective,
sur les extensions abellennes flm.es EcTF' de F', des isomorphismes de

réciprocité

Cal(E/F') 4—4:'15?'*)@* )

Il suffit de montrer. que pour chaque extension ab&lienne E' de F' vérifiant
e
traits pleins

, correspondant i une extensum ab&lienne E" de F" , le diagramme en

Gal(E'/F')

~_ Gal(E"/F")

Lard

e

Tr (B (Tr (F)*

peut se compléter en un diaér'auﬁﬁe‘commutatif comme indiqué. Nous le vérifie-
rons 3 1'aide de 1la de’scrip.tibﬁgde” iiisomorphisme de réciprocité foumlie par
le théorsme de Dwork ([6] XIII § 5).

Pour une extension‘abél'i_.enné non nécessairement totalement ramifide
E/F , cette description est__lé suivante. Soient k le corps résiduel de F ,
k une cléture algébrique de k et F nr le complété de 1l'extension non
ramifiée maximale de F de’ corps resxduel kX (extension du corps résiduel
de k 3 k). Soient q = 4 k . (p 1e F-automorphisme de Fnr induisant sur

k 1'automorphisme x»—-» xq ‘et ‘Fr 1'inverse de ¢ . C'est le "Frobenius
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4 L1 ) o ' 3 : 2
géométrique”. Posons E E QF. - C'est un produit de corps Ei indexé

k-plongements dans k du corps résiduel de E . On note encore Fr

par les
, et on fait agir Gal(E/F)

1'automorphisme x ®y —s x ®Fr(y) de Enr
sur E par s(x @y) = s(x) @y . Ces actions commutent.

i * —— d E v : E = I E*-——-+ZZ
s . i . : :
Soit vyt Ei Z 1la valuation de 1 et r i

la somme des v, - La suite

* *
0—E S . 1€V S SN, R
nr nr

est exacte, et les trois premiers termes de la suite exacte analogue pour

F s'en déduisent par passage aux invariants sous Gal(E/F) : on dispose d*un

diagramme commutatif 3 lignes exactes, de fl&ches verticales (sauf la der- -

niére) des morphismes norme

* * *
0 ——E ~+ E + E > ZZ > 0
nr nr
| | | I
* * *
O0——F > F -+ > Z — 0 .
nr ur

Soit 1w € E:r tel que v(T) =1, Quel que soit s € Gal(E/F), on a
: s-1 _ yFr-l

V(ﬂs-l) = v(nS)-v(n) = 0 et il existe y € E;r tel que =« = ]
On a Ny € Fc F:r (norme de E:r a F;r) . En effet, (Ny)Fr—l - N(yFr—})s
N(ns-l) =1 . Puisque y est unique mod*E* , la classe de N(y) mod

* PR . PP
(E') est indépendante du choix de y . Elle est aussi indépendante du

N
E/F
zFr-l

choix de n : si 7' =gx avec v(x) =0, donc x =
vs-1 Z7HFL o Niyz5Y) = Ny NSl = N(y) . On a : par 1'ap-

g = (y'
plication de réciprocité, s correspond & la classe modiE/F(E*) de Ny—l .

Pour la preuve, voir [6] XIII § 5, et exercice 2. Noter deux changements de

signe par rapport & [6] : nous utilisons le Frobenius géométrigue, et pous

normalisons l'isomorphisme du corps de classe de sorte qu'il transforme

, on a

Frobenius géométriques en uniformisantes.

Posons e' = WE/F(e) . La description ci-dessus de 1'image de s par
1'application de réciprocité dans le quotient F /NE  de F*IUe(F) ne
dépend que de (a) les E:/Ue'(Ei) s pour Enr =TT}Ei . On pose

e! e' .
Ut (E ) =TTu (E;) . (b) Le diagramme commutatif 3 lignes exactes

0 ——r Ef/Ue'(E) —— E* /Ue'(E ) E* e!
nr nr - 'nT/U (Enr) — Z—0

|

*¥ e * *
) F /US(F e €
— F JU(F) ——r Fm_/U (Fnr) ——— Fnr/U (Fnr) - Z — 0
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de fliches verticales induites par la norme ; (c) 1'automorphisme induit

par s de E"l /Ue'(Er'i;":)' . I1 s'aéit de reconstituer ces donnes 3 partir de
§ = Tr (F") , de T/S d'ans {ext: S)e correspondant &8 E et de 1'auto-
morphlsme s de T. 501entx k le corps résiduel de S , k'l‘ celui de T ,
k une cldture algebnque de k gt I 1'ensemble des k-plongements de k'l.‘
dans k . Soient Sr'l-rr' déduit de S - par. extension du corps résiduel 3 k
et pour .i €1, sou: de méme 1 ‘déduir. de T par l'extension de corps
résiduel i t kg L‘"’*k Les E, /U (Ei) sont les Tf . Le diagramme

il
computatif (b) est

\
N
]

o

|

0—S$ Lﬁ‘-'st}r‘—q‘ s, —> Z — 0 ,

et l'automorphisme s" de T dans (ext S)® fournit dans (ext S )e des

lsomorph1smes s : T]. — '1‘ ( ) , et finalement 1'automorphisme

V;TF T —-—*TTT , vouiu (c) Cec1 termlne la preuve de 3.6.1.

3.7. Soient comme en”3. 4 F' ) F“= et u : Tr (F' )y = Tr (F") . L'équi-
valence de categone U fourm.t un 1somorphlsme

Gal{F'/F' )/Gal = Gal(F"/F")/Gal ' bien défini 3 isomorphisme inté&rieur
prés, d'oll une b1_]ect10n naturelle de 1'ensemble des classes d'isomorphie de
représentations complexes (contlnu&c de dimension finie) de Gal(F'/F') , tri-

viales sur Gal(F'/F' ) hy avec 1 ensemble analogue pour F" .

Supposons F! et F"’ a corps re51due1 fini. On peut alors ci-dessus
remplacer les groupes de Ga101s par les groupes de Weil. Nous dirons que deux
i *
caractires additifs ¥ : F' ‘—-——+ c et " o PV —s T se correspon-
dent, si les conditions su:wantes sont vérifiées :
(a) n¥') = n(¥"). Rappelons que 5 n(\l’ ) ‘est le plus grand entier n € Z
1

-n . .
tel que ¥' soit tr1v1al sur 1'1deal fractionnaire m puissance * (-n)-

iéme de 1'idéal maxnual de 1 anneau de la valuation de F' . Posons n = n(¥)
=a(y") . '

(b) L'isomorphisme u identifie:‘.A_? \P'I(m'_n-e/m'-n) a ¥ (m.,—n—e/m..-n) .

v A
¥

via 1'isomorphisme
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ve+l &(- n—e) o Vn/mne*‘l ®(-n-e) mu‘n‘e/mn'ﬂ

' " e " o (' /m .

)

On munit F et F" de mesures de’ Haa:J"dx pour lesquelles les an-

»

neaux de valuation de F' et F" ont mé;ﬁe \io]ume.

L

Avec les notatxons cx—dessus, si une représentation V'

Proposition 3.7.1.
de Gal(?"/F') , triviale sur Gal(F'/F' y€ .,,correspond i une, V", Eg

cal(F"/F") , t que ¥ correspond 3. ‘i" ,-On-a

(3.7.1.1) R R
I1 s'agit de la constante lodéié e rde l'equatlon fonctionnelle des
fonctions L , telle que dé&finie dans- I 2]
Supposons d'abord V' et V" :de dnnensum 1 correspondant 3 des
caractéres x' et x" de F'¥* ot F"* .; Par hypothese, ils se factorisent

respectivement par F'*/USF' et F"*/U F"f Par3 6.1, X' et x" se corres-

P S
RO Bt R
L5y ST R g

pondent par 1l'isomorphisme induit par u {“ B
e * i
F'*/USF' (TIEF') m(TreF") * o P utEr

B T o
i i o -~ - * rf "
En dimension quelconque, les caractdres de: F' et F'"* associds aux
puissances extérieures maximales det V' et det V' de V' et V' se

correspondent de méme. De 13, et des formules -

e(V,¥,a.dx) = gdim v e(Vv, q'dx)

S

£(V,¥(A%),dx) = det V(x) |[2]|"dim" VE(V v, dx)

on déduit que la validité de (3.21.1) ne depend pas du choxx de dx , ni de
celui de  ¥' , ¥ qui se correspondent. . . .

Revenons 2 la dimension 1 . si .y* ;aaonéf; x" ,,est non ramifi&, que
dx donne le volume 1 3 1'anneau de la Qé;ua;{on et q;e( n(¥') = n(¥")=0,
ona € =1 et (3,21.1) est vrai. SUpposon;S_ X' ramlfle, de conducteur
e(l) <e . Choisissons ' tel que n(y') = -e(ij et dx donnant le volume

1e(l)
1 2 m - La constante ¢(y',y',dx) est alors la somme sur (O'Im'e(l))*

= x(X)-l?(X) ,

e 1 ) i ,-:l'f':‘
et la méme somme doqne e{x",¥',dx) . Ceci prouve (3.21.1)"en dimension 1.
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Soient F' une cldture séparable de F' , f; le sous-corps de F'
fixe par Gal(f'/F,',)?“- , E' «F' une extension de F' dans (ext F')e
i.e. contenue dans F; , e(1l) = E /F.(e) et W' une représentation vir-
tuelle de dimension:_gflg' de Gal(fé/E ) = Gal(F'/E')/Gal(F'/E" )e(l)
Cal(F'/E") /Gal(F" /E'”) jﬂ Gal(F'/F')© , et V' 1la représentation virtuelle de
Gal(F;/F') induil;\e."i;\Soién!‘:&_ E", W' et V" correspondant 3 E' , W' et V',
On dispose d'un isqmprphisnie,,;ui 2 Treu)E' o Tre(l)E" et W' correspond 2

W" rel. cet isomorphisme.- . -

Lemme 3.7.2. Si &éé‘cafééféres additifs ¥ et " de F' et F" se cor-

respondent (rel. u), les\fara.cteres ‘}"oTrE./F. et ‘1’"°TrE,./F,. se corres-
pondent (rel. u ) ‘

Posons (R, ME)- Tr (F' ) et (Al,Il,e) = (Trm(E'))1 . On peut
supposer que n(¥')"= n(‘i’") ‘-(e+1) . Dans ce cas, ¥' mne nous importe que
par sa restriction® 3 M = mF'/mF . 0na n(y °TrE /F') = rm(¥') -(valua-
tion de la dl.fferente)- (‘l’E /F,(e)+1) : le caractére V' oTrE Jp' De nous

importe que par sa’ restnctlon 3 I = Mgy mg.(l)*l . Celle~ci est donnée par

(¥'] M)o(trace 3.’4.74)

gy
P

De méme pour V" , et 3.7 2”én".r."ésu1te.

On a

E(V',‘y') =:-:(W', °TrE /F')

(ces ¢ sont mdependants de qx) , et de méme avec 'remplacé par'. De
e,y °TrE'/F‘) = S(W"’w;'°,Trﬁ"fF") ., on peut donc conclure que

e(V',¥') =g (v",¥") . D'aprés 3 7 .2, et le cas de dimension 1, déja traité,
tel est le cas si\\‘ W' est somme algebrlque de représentations de dimension
l. On conclut en ut1hsant que, ‘dans 1le groupe de Grothendieck R(G) des
représentations virtuelles' d'un groupe fini G , tout &lément x est une

combinaison linéaire
X=n'l+Zf n, In ¢ ()('1)
i dHi i ?

avec x. une représentation de dimension 1 de Hic G .
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AT

Remarque 3.7.3. L'énoncé de comparaison3.7.l vaut aussi pour les facteurs
L.
3.8. Si F' et F" sont 3 corps résiduel algébriquement clos, le corps de

classe géométrique [7] fournit un isomorphiéme‘.fgf‘
= =1 jpty&yab * e Ny
(Gal(F'/F*)/Gal(F*/F))T o w (O /U (FY)) .

Un isomorphisme u comme end.4. fournit un isomorphisme de ‘groupes pro-

* * Do, :
algébriques de O, /US(F') avec OF"/Ue(F")f};OF = =

Proposition 3.8.1. Le diagramme

et

Lo e 0 R gy
(Gal (-F_"/F") /Gél (F"/F")e)a

! .

(Gal{F' /F‘)/Gal(‘F"'/F')e)"‘b o
U

ny (0 /U (F)) ) (O /0° (E"))

e R

Rt

i

est commutatif

On proc&de comme pour 3.6.1, en utilisant la deéc:iption de 1'iso-

morphisme de réciprocité [7] remarque p. 119.

APPENDICE. THEORIE DE LA RAMIFICATION ET FONCTIONS DE HERBRAND, POUR DES

EXTENSIONS NON GALOISIENNES

La théorie des fonctions ¢ et ¥ de Herbrand, telle qu'exposée par
J.P. Serre dans [6] IV, s'Gtend sans difficulté au cas d'extensions séparables
non nécessairement galoisiennes E/F . Faute d'avoir trouvé une référence

commode dans la littérature, nous expliquons ici cette extension.

(A.1) Soient F un corps complet pour une valuation discréte, & corps rési-
duel parfait, et E une extension finie séparable de:.wF . Si E est galoi-
sienne sur F , de groupe de Galois G , J.P. Serre définit les groupes de

ramification Gn par
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(A1) GEG : e VX €0 (o(x) mx mod i)

- VX € mE-mf: (o(x)/x = 1 mod mg) .

C'est 1a numérotation inférieure. Prendre garde que dans cette numérotation

le groupe d'inertie est G_ , alors que c'est G, dans celle de Zariski-

Samuel vol I chapitre V § 10. Pour -u. réel > -1, il pose

G, := G, pour n le plus ‘petit éntier >u,

et définit la fonction de Herbrafld i mE/F ou simplement ¢«  par
" ‘

(A1) o) = J ar/le:G.]
o ' T

On convient que @(u) = u pour _-1 <u <0 . Pour Hc G un sous-groupe

. . H
invariant et E' = E 1la sous-extenswn galoisienne correspondante de E ,

de groupe de Galois G/H ,'~ ' prouve 1a trans1t1v1te

(A.1.3) Pgrp = “’E'/F”"E/E' ,
et le théoréme de Herbrand

(A.2) Avant de donner la généralisation de ces faits aux extensions non

nécessairement galoisienne, deux:.remarques qui simplifieront les notatioms.,

‘a. Pour E' et E" deux extéhgi.éhs'f’ de . F, d'indice de ramification r' et

137 oL T

LA S R
", nous noterons vp, , le multiple vpn de la valuation vpu de E"
normalisée pour que son groupe'des valeurs soit Z . Pour tout plongement

1t E"— E" , ona vE.(lx) = vE.(x) .

b. Rappelons la remarque de Serre [6] § 3 p. 83, &laboréedans [1] 3.1. A
chaque extension finie separable E de F , de groupe des ordres

I‘E = E /0; ——T———r z attachons la demi-droite TE :t>-1 de
I‘E® R-Z4 R .EPour E' une extension galoisienne de E" , on regarde la

fonction de Herbrand Qg1 g comme un isomorphisme Tge = Tgn + On déduit
de (A.1.2) que ces isomorphismes engendrent un syst®me transitif d'isomor-

phismes entre les Ty - Soit T 1la limite projective des Ty - On note v
1'application composée T — T T ® R -—-i;——--r R .

S eed

151



' i
LI

(A.3) Soit E une extension finie separable de F . Soit M une extension

galoisienne finie de F , assez grande pour que E s 'y plonge. Le groupe de

Calois utilisé en (A.l) est 3 remplacer par.l' epsemblg‘ G des plongements

de E dans M . C'est un espace homogéne sous JGaI(M/F). La filtration par

Gu est A remplacer par la donnée de relations d'équivalence R(t) sur
£ > . Notant Vg (c-1) 1la borne

x = OE s on les def1n1t par

les
¢ (t €T) , de plus en plus fine pour

inférieure des vE(c(x)-r(x)) pour

(A.3.1) o®t (R(E)) @ o= vp(o-T) > vp(E)+1 Ve ‘;\
Noter que G , muni des R(t) , ne change pas quand M est remplacé par
M' O M . Cette remarque permettrait de remplacet 1e choxx de M par celui d'

une cldoture séparable de F . On définit des numerotat1ons supérieures et

inférieures par

ve(t)
(A.3.2) R(t) = R = RVE(t) .

En numérotation inférieure, on a simplement':’
(A.3.3) o=r (Ru) D VxEOE vE(o(x)—T(x))*£= u+1 |

Le groupe de Galois Gal(M/F) ag1ssant tran51t1vement sur G et res-

pectant les &quivalences R(t), le nombre 'r(t) d'elements dans une classe

mod R(t) est indépendant de la classe choisie. On pose
vl R
(A.3.4) r(t) = r = rvE(t) . ' fﬁ v
Soit x un generateur de 0 sur Oy ;D'aprésiﬁ] II16 prop.12,il enexiste.
Si P(X) = Xd + L a, x* est son polynome caracterlsthue - 11 coincide avec
son polyndme minimal - 1'homomorphisme XF*—~+ X 0 [X]/(P(X)) ———ﬂ-O est
un isomorphisme et 1'application 0lﬁ-o(x) 1dent1f1e done G 3 1' ensemble

des racines de P dans M . Pour ¢,Tt € G, on a
(A.3.5) vE(c—t)'= VE(U(X)-T(X)) .

Les entiers T, peuvent d&s lors se lire sur les valuations des racines du

polyndme P(X+x) , 3 coefficient dans OE : une fois choisi un plongement

0 de E dans M, les racines de ce polyndme dans 1l'extension M de E

sont les c(x)-oo(x) (0 € G). Les valuations des rvacines de P(X+x) peuvent

152




ge lire sur son pelygone de Newton.

(A.4) Fixons un plongement o, de E dans M . La remarque {Ai2)b conduit

1 définir la fonction de Herbrand G /F comue le composé

i oL
(4.4.1) %r T WwEWE

Proposition A.4.2. La fonction (A.4.1) est donnée par la formule, paralléle
1 (A.1.2) Ty v '
: u S SRR R NS
(A4.3) o = [ dt/(r:r) W
o t

0
Preuve . Il suffit de montrer que‘les fonctions (A.4.3) obéissent 3 la tramsi-
tivité (A.1.3). Le point essentiel est la généralisation suivante de [6]
IV§ 1 Prop. 3 p. 71, Soient EGE' , et M assez grand pour que E' s'y
plonge. La restriction & - E _ est ‘alors- une surjection de G' := HomF(E' »¥)
sur G := Hom (E,M) , e
Proposition A.4.4, Pour co,gi:;-.e-f‘sr\;:pour -'Io un relévement de O et pour
T'__'—*' —_ : —

1 lRarcourant les relé&vements de Oy s.0n 8

o SR o

) Vi :-"t ."“ -

VE(uo-ol) = T i (_’; Ay

Ty 20y E'o 1
La preuve est parallsle & celle de [6]. On choisit des générateurs X
oy de OE et OE' sur {_ .'Si Q est le polynﬁme minimal de y sUT
E y O 3 F ..V'I " )
Q=1 (X-1y) .. ‘
T30
Prena = R ‘ -
oo ’31 s €L SUbStitu‘én’t' lzToy!"“‘on trouve
! - . o | = d 0.%x-0 X) -
rl-»ql (tDY rly) = (olQ)(Toy) _:ME GOQ(roy) 0 (mo 1%
D o . _
ans 1'autre Sems, on écrir x = G(y) , pour G € OF[X] . Puisque ¥y est
. - , - °
Tacine de *C(X) , on a Q | x-6(X) : x=G(X) = Q(X) .h(X) . Appliquant &y >
et substityang X=q
of » on trouve
3 = 1 (T -T Y))‘
0% 0% = (g (mod(01Q) (Toy) T Fay PO |

1D o ny (1 y) =0
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Ces deux divisibilités prouvent 1l'assertion.
Ceci acquis, la transitivité des fonctions (A.4.3) se prouve comme

dans [6] IV § 3 proposition 15 page 81. On prouve en méme temps ({6] IV §3

lemme 5 page 82) que pour E < E' comme en(A.&),la relatlon d'8quivalence

R(t) sur G est le quotient de la relation d* equlvalence R(t) sur G' .

En particulier, prenant E' =M , on trouve que R(t) est 1' equ1valence):
VF 1t

"Stre dans la méme orbite de Gal(M/F)(t) = Gal(M/F) ) = Gal (M/F) .
H

et G := HomF(E M) comme enlA“) Soit £ le plus
,solt non tr1v1a1e. C'est la
la

A.5. Soient E/F , M
grand nombre réel tel que 1l'équivalence Rz

borne supérieure des Vg (o-t)-1 pour o # r dans G .‘Pour u>2a ,

fonetion qh/F(u) est 11nea1re, de pente 1 1nverse de 1'indice de ramifi-
ag,T € G

cation r de E/F . Par analogie avec (A. 2)a., posons pour

VF(O‘T) S'E VE(G-T) = inf {VF(O(X)—TSK)):. X EZEE% .

Proposition A.5.1. Fixons 9, €6 .0na..

(4.5.2) () +1= vy (U—o ) + sup v (o-a ) .
ere oggi c#o J* )

Preuve . Dans la somme Vg (oo ) ’ groupons les termes &gaux et &cri-

vons la somme sur ¢t Obtenég comme une 1ntegra1e de Stieltjes &tendue de -1

2 «oude -1 3 240 , cela revient au méme :

£+0 .

b vE(c—oo) L (t+1)(rt-rt+0) =

[oF 241
i‘o t

T

Intégrons par partie

Ik 240

= dt.r - [(t+1).r ]

-1 t £, -
% * A

=T, J_l de/(r :r) = (4+1)

r @(1)+1) = (4+1)

Divisant par 1'indice de ramification r = ro , on obtient (A.5.2).
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1
Pour uw>% , ona tpE/F(u)ﬂ - (pE/F(!,)i-h?(u_g,) =

1 1 _
[(wEIF(l)ﬂ)- ;(hl)] + z(u+l) , soit par (A.5.2)

1 ‘I
(A.5.3) (DE/F(U)*'I = —;(U+1) + ";Uo vF(U a.) (u>g} ,
et pour la fonction inverse WE/F

(A.5.4) Y p(E)+L = r(f+l) - U;do vg(o-0,) (f 3{(9E/F(2)) .

k

Le second terme au second membre est la valuation de la différente.

§i f est un entier zlpE/F(P.) , ‘i’E/F(f) est donc entier.

Proposition A.6.1. Pour tout mombre r@el f , les conditions suivantes sont

gquivalentes :

. - . f LS -
(i) La relation d'équivalence R~ est triviale. -

(ii) La cldture normale E' de E vérifie Gal(E'/E)f};?»{e} .

(iii) Pour & comme en A.5, cpE/F(!?.) < f...

(iv) T vplo-o ) + sup vplo-a ) < £+l
0#0 0#00

Pour prouver (i) «=(ii), on prend M = E' .et on utilise que les classes
mod Rf sont les orbites de Ga,l(M/F)f (A.4). Qt;e (1)e=(iil) est la défi-
nition de & et (iii) e= (iv) d'aprés A.5.1. '

Scit P le polyndme carac-téristique d'un générateur x de OE sur
0. (cf. (A.3). La proposition suivante réinterpréte (A.6.1) (iv) en terme des

F
racines approchées de P ,

Proposition A,6.2. Pour que les conditions &quivalentes de (A.6.1) soient

vérifides, il faut et il suffit que pour tout y dans une cldture séparable

de F de F vérifiant VF(P(y)) > f+l1 , il existe une racine z de P plus

proche que les autres : vF'(y-z) > vF(y-z') our 2z' une autre racine de P.

Preuve . Si 2z est une racine de P aussi proche de y que possible

{v(y-z) maximal), on a pour toute racine z'
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: Ez-terme de 1la fonction

-t - 3 - L.
vF(y z') 1nf(vF(y z),vF(z z)) ,
d*ol : :
3 _ '-
vgP(y) = vply-z) + I inf (v, (y z)r_;,vF(z z)) .
z'#z
Comparant 3 (A.5.2) en utilisant (A.3.5), on trouve que pour que la racine

z soit plus proche de y que les autqes,filhféut et il suffit que

vFP(y) > w%/F(z)+1 .
Que ce soit toujours conséquence de T#FP(y)ii f+1 &quivaut 3 ¢T/F(E) < £.

Remarque A.6.3. Soient 2 comme en A.5 : o+l = sup vE(c-oo) et

L = q%/F(l) . Soit =z une racine de- P dans F . D'aprés A.6.2, l'appli-
.cation y > P{y) induit une bljectlon du dlsque iy | v (y z) > 2+1}
-ivers le disque {a |v (a) > L+1} . Pour chaque solution approchee y @

v, P(y) > L+l , 1a racine 2z de P plus proche de y que les autres peut
:etre obtenue par la méthode de Newton, et v (y—z) = Vo (P(y)/P'(2)). En

Ye/F

reclproque de ¢h/F , on a par (A.5.4) ;: si f
ver1f1e les conditions equlvalentes de A. 6 1 et A 6.2, L'application 1

¥y F—a-P(y) induit une bijection

by | vg0ma) 2 ¥ (D41} —Tda fvip(a) > £41)
" Remarque A.6.4. Avec la méme hypothése sur £, si y est une solution
apPFochée de P = 0 dans une exten51on E de J , au sens v P(y) > £+l ,
: la racine y_ de P 1la plus proche de y ; etant obtenue par la méthode
.’_d? Newton, sera encore dans F , et v (y y ) > /F(f)+1 . Réciproquement,

?%‘ v (Y Yo ) > WE/F(f)+1 , alors w P(y) > f+1
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