2116 ACADEMIE DES SCIENCES.

ALGEBRE. — Sur les anneaux semi-principauz ou de Bezout.
Note (*) de M. Marcer Cuapeyrss, présentée par M. René Garnier.

Etude des anneaux intégres oll tout idéal de type fini est principal.

(Par intégre, nous entendons commutatif, avec élément unité et sans
diviseur de o; par semi-local, nombre fini d’idéaux maximaux.)

1. Définition et propriéiés. — Un anneau A sera dit semi-principal s’il
est intégre et si tout idéal de type fini est principal.

Ceci équivaut a : A est intégre et deux éléments quelconques ont un
p- g. ¢. d. donné par lidentité de Bezout :

~+ intdgre ~+ p.g.c.d. ~- loe il}l
A A héréditaire < A Dedekind <—— A principal <—— A de valuation
| l discréte
~+ neethérien ¥ . J
A semi- <—— A Priifer «——— A semi- <—— A de valuation
héréditaire principal

Ce diagramme nous pousse a adopter le terme « semi-principal ». Certaines
propriétés ci-dessous figurent dans (*).

Pour que A soit principal il faut et il suffit qu’il soit noethérien et semi-
principal. Pour que A soit semi-principal il faut et il suffit que ce soit un
anneau de Priifer avec p. g. c. d. Pour que A soit de valuation il faut et
il suffit qu’il soit semi-principal et local.

Soit © un homomorphisme d’anneaux : A — B. 51 dans A, tout idéal
de type fini est principal, il en est de méme dans ¢ (A). En particulier, si p
est 1déal premier de A semi-principal, Afp est semi-principal.

La propriété d’étre semi-principal se transmet aux anneaux de fractions
relatifs 4 un systéme multiplicatif. D’olt s1 A est semi-principal et si K est
son corps des fractions, I’ensemble des anneaux de valuation de K conte-
nant A est identique & celut des A; ol p est idéal premier de A. 51w est
idéal premier d’un anneau A semi-principal, les idéaux primaires contenus
dans m sont emboités. On remarque que la chaine des idéaux primaires
contenus dans une intersection d’idéaux premiers posséde un plus grand
élément qui est premier. Kt 'on peut parler d’un « arbre » des idéaux
primaires.

2. Exzemples d’anneaux semi-principauz. — Prorositron. — Sotent A
un anneaw semi-local et intégre, et P un A-module projeciif de type fini.
Alors P est libre.

Cette propriété généralise une propriété connue dans le cas ol A est
ncethérien. Elle sera montrée & l'aide des lemmes suivants :
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LevMME 1. — Soient A un anneau commutatif & élément unité, Q son spectre
mazimal et L un A-module libre de type fini. Il y a équivalence de :
10 4y, Ysy ..., Yo forment une base de L sur A;

20 VmeQ, les classes Y, = yi + wmL, Y, ..y Y forment une base
de LjmL sur Afm.

LeuumEe 2 (Serre). — Soient A un anneau intégre, P un A-module projectif
de type fini. Alors [P[mP : Afm] est indépendant de m €L,
Soient donc i, ..., m, les idéaux maximaux de A. Comme P est

projectif, il est facteur direct d’un module libre L de type fini : L=PDP".
D’ou Ljum; L = Plm; P P/[m; P’.

Chacun des facteurs est un espace vectoriel sur Afw,. Soient (z', ..., %)
et (#,,, ..., z,) des bases respectives. Le nombre d’éléments de ces bases
est indépendant de m;, par le lemme 2.

Un lemme de Serre montre Pexistence, pour tout j =1, 2, ..., r de

 § P pour Jj=1, ..., q;
J’{ el pour Jj=q -1, ..., T tel que =y, -+ mL.

Le lemme 1 monire alors que (¥, ..., ¥,) est une base de L, donc
que (yi, ..., Yg) est une base de P.

Trtorime. — Les propriéiés sutvantes sont équivalentes :
a. A est un anneau de Priifer semi-local;

b. A est semi-principal et semi-local;

c. A est intersection d’'un nombre fini d’anneauzx de valuation d’un méme
corps.

Pour cela, outre ce qui précéde, on utilise le résultat suivant (°) :

Soient A,, A., ..., A, des anneaux de valuation d’un corps K, sans
relation d’inclusion entre eux, et dont les idéaux maximaux respectifs
sont My, ..., W,

On pose
B— nA; et 3),_: Bnnti.

Alors les P; sont les idéaux maximaux de B, K est son corps des irac-
tions et A; = By,
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