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Groupes algébriques sur un corps local
Chapitre 1II. Compléments et applications
a la cohomologie galoisienne

A Nagayoshi Iwahori pour son soixantiéme anniversaire

Par F. BRUHAT et J. TITS

Dans un travail antérieur ([8] et [9], notés I et II dans la suite), nous
avons exposé une théorie des groupes algébriques ' définis sur un corps
“local” K, i.e. un corps complet pour une valuation discréte & corps résiduel
k parfait. (Les hypothéses de [8] et [9] sont d’ailleurs plus générales.) Cette
théorie fait en quelque sorte apparaitre G comme “objet de dimension
infinie” sur k& et présente des analogies frappantes avec la théorie classique
des groupes réductifs sur un corps L quelconque (cf. [1], [18]), le role joué
par la cloture séparable de I, étant pour nous joué par l'extension non
ramifiée maximale (ou henséligé strict) K de K. Nous renvoyons a l'Intro-
duction de I pour un développement de cette analogie.

Aprés un premier paragraphe consacré a la fixation de notations et &
quelques rappels, nous introduisons les notions de groupe résiduellement
déployé ou résiduellement quasi-déployé sur K. Ce sont les analogues des
notions de groupe déployé ou quasi-déployé sur L. Cependant, alors gu'un
groupe semi-simple est toujours une “forme” d’un et “un seul” groupe
déployé sur L, la réponse 4 la question analogue dans notre théorie (G
est-il K-isomorphe & un groupe résiduellement déployé sur K? Si oui, y
a-t-i1 unicité ?) n’est pas si simple, et fait 'objet de I'essentiel du paragraphe
2. On y voit apparaitre des différences sensibles, un peu surprenantes sz
priori, entre le cas absolument presque simple et le cas général.

Au paragraphe 3, nous appliquons notre théorie & I'étude de 1a cohomo-
logie galoisienne de G et de certains de ses sous-groupes. L’utilisation des
schémas en groupes introduits en II permet de la ramener & celle d’un
nombre fini de groupes algébriques définis sur f.

Les résultats sont particuliérement simples lorsque le corps résiduel k%
est de dimension cohomologique =1, cas qui fait I'objet du paragraphe 4.
On démontre par exemple en quelques lignes que G est automatiquement
résiduellement quasi-déployé et que H (G)={0} dés que G est simplement,

I
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connexe (condition qui est pour nous l'analogue de la connexité du cag
classique). On y détermine aussi explicitement tous les groupes anisotropeg
sur K. Nous retrouvons ainsi en les généralisant et par des démonstrationg
courtes et unifiées les résultats obtenus par M. Kneser lorsque K est un
corps localement compact de caractéristique zéro ([15]), au moyen de Vvérifi-
cations cas par cas, souvent difficiles.

Les résultats exposés ici ont été partiellement annoncés dans (5], [6], [7].

Quil nous soit permis de terminer cette Introduction en rappelant tout
ce que notre théorie doit & N. Iwahori. Cest Iui qui le premier, ep
collaboration avec O. Goldman, a fait apparaitre pour le groupe linéaire
général I'importance des “sous-groupes d’Iwahori” ([12]), puis nous a ouvert
la vole par un article fondamental, écrit en collaboration avec H. Matsumoto,
sur les groupes de Chevalley ([14]). Il voudra bien trouver ici le témoignage
de notre fidéle amitié.

1. Notations et rappels.

1.1. Sauf au n° 1.3 K désigne un corps commutatif, complet pour une
valuation discréte o telle que w(K*)=Z. On note r une uniformisante de
K, O lanneau des entiers, p son idéal maximal, k=0/p le corps résiduel,
que l'on suppose parfait. On note K, une cloture séparable de K, K 1a
sous-extension étale maximale de K, & Tanneau des entiers de K, p son

idéal maximal, &=0/p son corps résiduel, qui est une cloture algébrique de
k. On pose I';=Gal(K,/K) et '=Gal(K/K), que 'on identifie canoniquement
4 Gal(k/k). L’expression “extension de K” signifie “sous-extension de K,”.

1.2. On désigne par G un groupe algébrique (dans ce travail, tous les . '

groupes algébriques sont supposés Iiméaires) défini sur K. On note G° sa
composante neutre, qu'on suppose réductive, DG le groupe dérivé de GY
7:G'=G un K-revétement universel de 9G° et Ad:G—AdG la représenta-
tion adjointe (cf. [2] 2.25 et 26). On se permet, lorsquaucune confusion
n’est a craindre, de désigner par la méme lettre un groupe algébrique défini
sur K et le groupe de ses points rationnels sur X,

On note S un tore K-déployé maximal de G, S un tore K-déployé
maximal contenant S et défini sur K (on sait quun tel tore existe (I
5.1.12)), T le centralisateur de S dans G° (rappelons que G° est quasi-déployé
sur K, puisque K est de dimension cohomologique =1, et que 7 est un
tore maximal de (), N le normalisateur de S dans G. On pose S,;=SNDG
et S;;=SNDG° et 'on note @ (resp. &) le systéme de racines de G suivant
S (resp. S).
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1.3. Dans ce numéro exclusivement, K est un corps commutatif gquel-
conque, K une extension galoisienne de K, K, une cloture séparable de K.
On note H un groupe semi-simple connexe défini sur K, (donc déployé sur K;).
Nous allons fixer quelques notations, rappeler quelques résultats classiques
et en tirer des conséquences faciles dont nous laissons la démonstration au
lecteur.

(a) Au groupe H est associé son graphe de Dynkin D=Dyn H, cano-
niquement isomorphe au graphe de Dynkin du systéme de racines de H
par rapport & un tore maximal. A un graphe de Dynkin D est associé un
groupe commutatif fini C(D), quotient du groupe des poids par le groupe
des poids radiciels. Si C est un sous-groupe de C(D), on note Aut(D,C) le
sous-groupe de Aut D stabilisant C. Au groupe H correspond un sous-groupe
C(H) de C(Dyn H), image du groupe des poids des représentations linéaires
de H, appelé le cocentre de H. On a C(H)={1} (resp. C(H)=C(D)) si et
seulement si H est adjoint (resp. simplement connexe). Si H est défini sur
K, la loi d’opération du groupe de Galois /'=Gal(K,/K) sur H fournit un
homomorphisme gy 5 : I'— Aut(D, C(H)).

(b) A tout triple formé d’un graphe de Dynkin D, d'un homomorphisme
p de I' dans Aut D et d’un sous-groupe C de C(D) stable par I'image de p,
correspond un groupe semi-simple connexe H quasi-déployé sur K, et un
seul § K-isomorphisme pres, tel que le triple (Dyn H, py x, C(H)) soit iso-
morphe a (D, p,C). Le type de H, ou de la classe de K-isomorphisme de
H, est le couple (D, Imp), ou plutot la classe d’isomorphisme de ce couple.
Le groupe H est déployé sur K si et seulement si Imp={1}. La plus
petite extension E de K telle que H soit déployé sur E (que nous appellerons
K-extension déployante de H) est le corps des invariants du noyau de p.
On peut donc considérer py x comme un homomorphisme injectif de Gal(E/K)
dans Aut D.

(c) Supposons H défini sur K. Il existe un groupe H? quasi-déployé
sur K, et un seul a K-isomorphisme prés, tel que H soit une forme inté-
rieure de H? (ou ce qui revient au méme, que H? soit une forme intérieure
de H), c’est-a-dire soit obtenu par torsion de H? par un cocycle
zeZNI7, (Ad HY)(K,)) (pour la notion de torsion, voir [17] et aussi le n° 3.3
ci-dessous). Remarquons que Aut H? est produit semi-direct (en tant que
I'-groupe) du sous-groupe formé des automorphismes conservant un épinglage
de Steinberg (cf. II 4.1.3) par Ad H°. Par suite, 'application canonique de
H(Aut H?) dans H°(Aut H?/Ad H?) est surjective et le noyau de I'application
canonique de H'(Ad H?) dans H'(Aut H7) est nul. Autrement dit, H et H®

sont K-isomorphes si et seulement si le cocycle z ci-dessus est un cobord.
Si de plus H est quasi-déployé sur K, alors H et H? sont deux groupes
quasi-déployés sur K formes intérieures 'un de l'autre. Il résulte alors de



674 F. BRUHAT et J. TIiTS

lalinéa précédent quils sont K-isomorphes et que la restriction de z 4
Gal(K,/K) est un cobord, qu’on peut supposer I;lul, quitte & le remplacer par
un cocycle cohomologue. Par suite, H est K-isomorphe au groupe ,(H)
obtenw par torsion par un cocycle z< ZY(Gal(K/K), (Ad HY(K)). :

(d) Supposons H quasi-déployé sur K. Soit E sa K-extension déployante
minimale et soit C son cocentre. Soit () I'ensemble des classes de K-isomop.
phisme de groupes H? quasi-déployés sur K et K-isomorphes & H. Soit £
lensemble des homomorphismes de Gal(K,/K) dans Aut(D,C) prolongeant
pax et soit L’ le quotient de .[” par l'action de Aut(D,C) par automor-
phismes interieurs. A pE.[” faisons correspondre la classe de K-isomop.
phismes de groupes quasi-déployés sur K correspondant au triple (D, p, C).
11 résulte immédiatement de (b) que l'on obtient ainsi une bijection, dite
canonique, de L’ sur Q.

Soit pe.L’, et soit £ le corps des invariants de Kerp. La donnée de
p équivaut 3 celle de E et de 'homomorphisme p : Gal(EfK)=Gal(K,fK)fKerp
—Aut(D,C). Dautre part, Gal(K,/E)=Ker py,z=Ker pNnGal(K,/K) est
un sous-groupe distingué de Gal(K,/K), E est une extension galoisienne de
K égale & EK et Gal(E/K) sidentifie canoniquement & Gal(E/ENK) par
restriction, d’ou la définition de pg x: Gal(E/ENK)—Aut(D,C). On en déduit
aussitot que L’ g'identifie canoniquement & I'ensemble . des couples (E, o)
satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(1) E est une extension galoisienne de K telle que E=EEK (ce qui
permet d’identifier Gal(E/K) et Gal(E/ENK)):

(ii) p est un homomorphisme injectif de Gal(E/K) dams Aut(D,C)
prolongeant py g : Gal(E/ENK)—Aut(D, C).

En composant la bijection .L—.L" ainsi définie avec I'application cano-
nique de . sur (), on obtient une surjection, dite canonique et notée 2,
de . sur (), puis, par passage au quotient, une bijection i sur Q du =
quotient L de [ par la relation d’équivalence “FE,=F, et il existe
ac Aut(D, C) tel que p,=int acp,”.

REMARQUES. 1) Si H est défini sur K, on peut prendre p=pp.x et Q
est non vide. Par suite, une condition nécessaire pour que H soit K-iso-
morphe & un groupe défini sur K est que E soit une extension galoisienne
de K (ce qui est entrainé par (i)).

2) 8i ENK=K, la condition (ii) signifie simplement que o=pu.z!

1.4. Immeubles. Au groupe G sont associés deux immeubles, qui

restent inchangés si I'on remplace G par G’ ou par AdG (pour la définition
d’'un immeuble, voir I; rappelons simplement que c’est un complexe poly-
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simplicial muni d’une métrique et d’une famille de sous-complexes appelés
appartements ; pour les résultats ci-dessous, voir II, notamment 4.2 et 5.1:
le groupe G y est supposé connexe, mais on passe immédiatement au cas
général grace a IT 4.2.12), 4 savoir:

—l'immeuble J de G sur K, sur lequel opérent par automorphismes
les groupes G'(K), G(K) et AdG(K) de maniére compatible avec les homo-
morphismes j et Ad. Au tore S est associé un appartement A qui est un
espace affine euclidien dont l'espace des translations V s’identifie au dual de
X*(S,,)QR. Par transport de structure, le groupe de Galois I° opére par
automorphismes sur J, de maniére compatible avec son action sur X*(S,,).

—l'immeuble J de G sur K, qui s'identifie 4 I'ensemble des points fixes
de I dans J et sur lequel opérent les groupes G'(K), G(K) et AdG(K).
L’intersection A=AN.J en est un appartement, c’est un espace affine sous
le dual V de X*(S,)@R et les facettes de J sont les intersections avec .J
des facettes de J invariantes par I

Toute chambre de J (resp. .J) est contenue dans un appartement et
G'(K) (resp. G'(K)) opére transitivement sur Iensemble des chambres, sur
I'ensemble des appartements et méme sur l'ensemble des couples formés
d'une chambre et d’un appartement la contenant.

1.5. Graphe résiduel. La structure de complexe polysimplicial de A
(resp. A) est celle associée au groupe de Weyl affine W (resp. W) d’un
systéme de racines réduit dans ¥ (resp. V) ayant méme groupe de Weyl
que & (resp. @). Plus précisément, elle est donnée par un échelonnage (au
sens de I 1.4 ou “affine root system” au sens de [19]) de & (resp. @), dont
le graphe de Dynkin est appelé le graphe résiduel (resp. le K-graphe
résiduel) de G et est noté 4 (resp. dx). Le groupe W (resp. W) est irré-
ductible si et seulement 4 (resp. 4,) est connexe et si et seulement si
DG est K-presque simple (resp. K-presque simple). Les facettes de J
(resp. J) sont alors des simplexes et si C est une chambre de J (resp. ),
les sommets de C correspondent aux sommets de 4, ou plutdt aux complé-
mentaires de sommets. D’une maniére générale, les facettes F de C corre-
spondent bijectivement aux parties X de I'ensemble des sommets de 4 (resp.
dg) ne contenant aucune composante connexe: on dit que X est le type de
F (I 1.35). Toute facette F de J (resp. J) est transformée par G'(R)
(resp. G'(K)) d’une facette de C et d’une seule, d’ou la définition du type
d'une facette quelcongue.

On trouvera dans I 1.4 (compte tenu de II E 1, qui répare l'omission
du graphe B,-BC,: o=—=o=t=o) la liste des K-graphes résiduels connexes
possibles ; on notera que seules peuvent intervenir (et interviennent effec-
tivement) comme classes du graphe résiduel “absolu” 4 celles qui n’ont
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pas de sommets multipliables (IT 4.2.23) c'est-a-dire les graphes de Dynkin-"' -
complétés des systémes de racines réduits irréductibles et les graphes obtenyg
4 partir de ces derniers en changeant le sens d’une ou deux fléches,

Le groupe des automorphismes de l'immeuble g opére sur 4. On en
déduit des homomorphismes &, &', &4, 7 de G(K), G:{K), (AdG)(K), I' dang "
Aut 4, compatibles avec j, Ad et les actions de I. L’homomorphisme &
est trivial. On pose Int 4=Imé%,: on vérifie aisément que, si 4y, 4

sont les composantes connexes de 4, on a Intd=Int 4,X---XInt 4, et que, * :

si 4 est irréductible, alors Int 4=Aut 4 sauf si 4 est le graphe de Dynkin
complété d'un systéme de racines de type A, pour nz=2, D, pour n=4 oy
E,, cas ol Int 4 est le sous-groupe d’ordre respectivement n+1, 4 et 3 noté
I, dans [4], p. 176 et C dans [18]. En particulier, Int 4 ne dépend que de
4, ce qui justifie la notation. Observons que Int 4 est toujours commutatif,

1.6. Schémas. Le mot schéma signifie schéma affine. Il s'agira tou-
jours de schémas en groupes lisses sur 'anneau O ou 0. La fibre générique
(resp. la fibre fermée, notée W) d’un tel schéma H sera considérée comme :
un groupe algébrique défini sur K ou K (resp. k ou k) (cf. II 1.2). i
"~ On note $ (resp. §, T) le ©-schéma en groupes lisse canonique de fibre
générique S (resp. S, T) (II 4.4).

Soit F une facette de J. Il lui est associé un O-schéma en groupes
lisse de fibre générique G° dont le groupe des points a valeurs dans &
g'identifie au stabilisateur de F dans G(K) (II 4.6.18), condition qui le
caractérise & isomorphisme unique prés. En imitant la démonstration de
IT 4.6.18 (ou G était supposé connexe), on construit aisément un B.-schéma
en groupes lisse dont le groupe des points entiers est le stabilisateur Stab F
de F' dans G(K) et dont la fibre générique est le groupe algébrique Stab F-G°
(la démonstration est d’ailleurs beaucoup plus simple quen II 4.6.18:
on fait la somme directe de copies du schéma précédent, indexée par un
systéme de représentants de Stab F|(Stab FNG®), au lieu d'avoir des
“recollements”, et les questions de séparation et d’affinité, délicates dans
IT 4.6.18, sont triviales). Ce schéma est noté & (au lieu de G}, notation
de II), et sa composante neutre est notée G}.

1.7. Sous-groupes parahoriques. On appelle sous-groupe parahorique -
de G associé & la facette F de J et l'on note Pr l'image canonique du L
groupe 6%(0) des points entiers de 6% dans G°K) (II 5.2.6). Les sous- &
groupes d’Iwahori de G sont par définition les sous-groupes parahoriques
minimaux, c’est-a-dire ceux associés aux chambres de J. TLa correspondance
F-+Py est bijective (II 5.1.89) et Stab F=Norm P;. C’est pourquoi, si P
est un sous-groupe parahorique de G, associé & la facette F, on note aussi
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P (resp. N(P)) le schéma G% (resp. G;). L’application qui & un k-sous-groupe
parabolique p de P fait correspondre I'image réciproque dans P=P(F) de
p(k) est une bijection croissante sur I'ensemble des sous-groupe parahoriques
de G contenus dans P, qui envoie 'ensemble des k-sous-groupes de Borel de
P sur 'ensemble des sous-groupes d'Iwahori contenus dans P.

Si la facette F est invariante par I’, cest-a-dire correspond & une
facette de ., tous les schémas précédents proviennent par changement de
base de O-schémas en groupes lisses, notés de la méme maniére. Les sous-
_;_ groupes parahoriques correspondant aux facettes invariantes sont ceux
_' invariants par . On les appelle sous-groupes K-parahoriques de G (ou
| K-sous-groupes parahoriques). Si P est un tel sous-groupe, les sous-groupes
o K-parahoriques de G contenus dans P correspondent bijectivement comme
ki ] plus haut aux k-sous-groupes paraboliques de P (rappelons que % est supposé
e 4 parfait). Les sous-groupes K-parahoriques minimaux correspondent aux
b chambres de 9. Ce sont les sous-groupes K-parahoriques P tels que le
groupe algébrique P soit “presque anisotrope” sur k, c’est-a-dire n’admette

pas de k-sous-groupe parabolique propre. Comme G'(K) opére transitivement
-~ (cf. II 1.2). sur 'ensemble des chambres de J, deux sous-groupes K-parahoriques mini-
se canonique de fibre F maux sont conjugués par un élément de G'(K), et a fortiori par un élément

fine. Il s'agira tou-
La fibre générique
ra considérée comme

5; de G'(K).
)-schéma en groupes
s & valeurs dans O b | 1.8. Composante résiduellement neutre. On appelle composante
18), condition qui le - résiduellement neutre de G et I'on note G le sous-groupe de G(K) engendré
la démonstration de _ par la réunion des sous-groupes parahoriques. On g G"”:?”(@).j{G’(K NCGUEK)

o L

isément un (O-schéma (IT 5.2.11), ot T° désigne la composante neutre de T. Soit C une chambre
e stabilisateur Stab F de A4, B le sous-groupe d’Iwahori correspondant et posons N®=G*"\N(EK) :

algébrique Stab F-G* 8 le triple (G®, B, N®) est un systéme de Tits de groupe de Weyl W (I 5.2.12)
iple quen II 4.6.18: =

3dent, indexée par un
wu lieu d’avoir des

Par suite, tout sous-groupe parahorique est son propre normalisateur dans
G®. De la conjugaison par G’(K) des sous-groupes K-parahoriques minimaux,
on déduit aisément que le groupe GNG(K), noté G, est le sous-groupe

affinité, délicates dans engendré par les points rationnels sur K des sous-groupes K-parahoriques
1 lieu de Gy, notation g de G. Le triple (G¥, By, N¥), ot By (resp. N¥) est le stabilisateur dans

G¥ d’'une chambre de 4 (resp. de A) est un systéme de Tits de groupe de
Weyl W (II 5.2.12).

us-groupe parahorique =8 Posons G"=Ker¢NG*(K) (1.5). Vu la transitivité de G/(E) sur les
'image canonique du _L couples formés d’une chambre de . et dun appartement la contenant, G*
(IT 5.2.6). Les :s,ous- ] est produit de G® par le noyau de Ihomomorphisme N(R)NGU(K)—Aut 4.
-groupes parahorigues 8i g°

est semi-simple, ce noyau est le groupe H=T(®) (II 46.3). 1l en
La ccar1"(e5*»1}*~')11(1*'=t_nce résulte que le groupe quotient G%/G®
Cest pourquoi, si P &

3 est alors isomorphe au “ groupe des
s composantes connexes” ¥(0)/T(@) du schéma T. En particulier, on a G"=G"
cette F, on note aussi = : dés que G° est simplement connexe oy adjoint (IT 4.4.18 IX).
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2. Groupes résiduellement déployés ou quasi-déployés.

2.1. On dit que G est résiduellement déployé sur K si le rang sy K
de 9G° est le méme que son rang sur K, autrement dit si S.,=8; on g '
I opére trivialement sur X*(S,,), ou encore sur A. On a alors 4=j
(mais non J=J1). Ceci entraine que G est quasi-déployé sur K puisqyi]
I'est sur K. Plus précisément :

PROPOSITION.  Pour que G soit résiduellement déployé sur K, il faut
et il suffit que G soit quasi-déployé sur K et que les orbites dg
I's=Gal(K,/K) dans le graphe de Dynkin D de G soient les mémes que
celles de Gal(K,/K).

C'est immeédiat, puisque le rang sur K de DG° est égal au nombre
d’orbites de [,

Remarquons que si G est quasi-déployé sur K et si la K-extension
déployante de G est totalement ramifiée, alors G est résiduellement déployé
sur K. La réciproque n’est pas toujours vraie (contrairement & ce qui est
dit dans [19], p. 37) ; elle I'est cependant si G est absolument simple et n'est
pas de type D, sur K et *D, sur K.

2.2. On dit que G est résiduellement quasi-déployé sur K s'il posséde
un sous-groupe d’ITwahori stable par I, ou encore s'il existe une chambre ¢
de J stable par . L’intersection CN.J est alors une chambre de J et
par conjugaison par un élément de G%(K), on peut. supposer CC A. Si G est
quasi-déployé sur K, alors G est résiduellement quasi-déployé sur K (la
réciproque est inexacte, cf. §4). En effet, soit (ay, -+, a,) un systéme de
racines simples de G suivant S stable par I* et soit ae A4 ; l'ensemble D des
z=A tels que ay(z—a)= - =a,(x—a) est une droite de A, fixée par I, et
n'est contenu dans aucun des hyperplans affines murs des racines affines de
A. Par suite, D rencontre une chambre de A, qui est stable par I'.

Supposons G résiduellement quasi-déployé sur K ; alors, G est résiduelle:’
ment déployé sur K si et seulement si I opére trivialement sur le graphe
résiduel 4 de G (1.5): cette derniére condition revient en effet 4 dire que
I laisse fixes les sommets d’'une chambre CC [* invariante par I°, ou encoré
que I' opére trivialement sur A. '

2.3. Soit L un corps et soit L, une cloture séparable de L. Les de
assertions suivantes sont bien connues (cf. 1.3): ~ 4\

(D) Tout groupe semi-simple connexe H défini sur L, est L,-isomorphe 8
4 un groupe H® défini et déployé sur L, unique & L-isomorphisme preés.
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(QD) Tout groupe semi-simple connexe H défini sur L est une forme
intérieure (cf. 1.3 (c)) d’un groupe H? défini et quasi-déployé sur L, unique
4 L-isomorphisme prés.

éployés.

sur K si le rang sur K
nt dit si Si=S., ou si
A. On a alors A=A
-déployé sur K puisquil

L’analogie entre le “cas classique” des groupes semi-simples sur un corps
quelconque et le “cas local” conduit naturellement & poser les deux questions :

(RD) Tout groupe semi-simple connexe H défini sur & est-il K-isomor-
phe & un groupe H? défini et résiduellement déployé sur K? Si oui, ce

dénloyé sur K, il faut dernier est-il unique & K-isomorphisme prés?
éploye ’

et que les orbites de
G soient les mémes que

(RQD) Tout groupe semi-simple connexe H défini sur K est-il une
“forme intérieure” (i.e. obtenue par torsion par un cocycle
2€Z4T, (Ad HY)(K))) d’un groupe H* défini et résiduellement quasi-déployé
sur K? Si oui, ya-t-il unicité 3 K-isomorphisme prés ?

)G est égal au nombre

La réponse &4 (RQD) est immédiate: Ous pour l'existence, car il suffit
de prendre le groupe H? donné par (QD). Il est en effet résiduellement
quasi-déployé et I'on passe de H¢ 4 H par torsion par un cocycle 4 valeurs
dans (Ad H%)(K) d’aprés 1.3 (c). Non pour l'unicité: par exemple, soit 1) un
corps gauche de centre K, de degré d>1, d’indice de ramification égal 4 d;
on montre alors aisément que SL\(D) et SL, sont des groupes résiduellement
quasi-déployés formes intérieures l'mn de Pautre (cf. §4 et [10]). Une
question plus “naturelle” serait d’ailleurs obtenue en remplacant dans
(RQD) le groupe (Ad HY(K) par sa composante résiduellement neutre : nous
espérons revenir ultérieurement 13-dessus. Disons simplement qu’ici encore,
l'unicité n’est bas exacte en général (i.e. dés que dimk>1): un contre-
exemple est fourni par les deux groupes SL,(D.), ou D. est le corps des
quaternions sur K= R((z)) correspondant au couple (=1Lt}

La réponse 4 (RD) est plus délicate et plus nuancée : elle fait 'objet du

K et si la K—extensior}
st résiduellement déploye
ntrairement & ce qui est
ysolument simple et n'est

1éployé sur K ¢'il posséde
il existe une chambre C
rs une chambre de J ef,
supposer CCA. Si G est |
¢ quasi-déployé sur K (la

(ay, -+, @,) un systéme de
t acA; l'ensemble D des

oite de 4, fixée par I', €6 rocto e co paragraphe.

aurs des racines affines de

i est stable par I'. : 2.4. Classification. Dans la suite de ce paragraphe, on note H un
K : alors, G est résiduelle- groupe semi-simple conmexe défini sur K, On désigne par D son graphe de
rivialement sur le graphe I?ynkin, C son cocentre, £ sa K-extension déployante, O (resp. R) ensemble
-evient en effet & dire que‘ (éventuellement vide) des classes de K-isomorphismes de groupes K-isomor-
yvariante par I', ou encoréif phes _g% H’Q et quasi-déployés (resp. résiduellement déployés) sur K, de sorte

que R,

Reprenons les notations de 1.3 (d) et considérons I'application canonique
» séparable de L. Les deuX§ 7 4qe , o Q. '

PROPOSITION, L'image réciproque de R dans L rar A est Uensemble
L des couples (E,p)e L (i.e. satisfaisant aux conditions (i) et (ii) de

ini sur L, est Ls-isomorphe
3 L-isomorphisme pres.
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1.3(d)) tels que les orbites de Imp et de Impyr dans D soient les memgg
Cela résulte de 2.1.

COROLLAIRE 1. Soit E une extension galoisienne totalement Tamifiée
de K telle que E=EK. Il existe un élément et un seul dans R dont g
K-extension déployante soit E.

On a en effet ENK=K et L contient un et un seul élément de Ig
forme (K, p), a savoir (F, px.z), qui satisfait évidemment a la condition de
la proposition.

COROLLAIRE 2. Supposons que Impy z soit son proprenor malisateyr
dans Aut(D). Alors, R est en correspondance bijective avec U'ensemble des
extensions galoisiennes totalement ramifiées E de K telles que E=EK. \

Soit (E,p)e.L. Comme p est injectif et que Gal(E/ENK) est distingué ""}. :
dans Gal(E/K), on a nécessairement ENK=K. s

2.5. Le cas déployé. Il est trivial:

PROPOSITION.  Supposons que H est déployé sur K. Il existe un groupe
H?® et un seul a K-isomorphisme prés qui soit résiduellement déployé sur
K et K-isomorphe a H. Clest le groupe semi-simple connexe déployé sur
K ayant méme graphe de Dynkin et méme cocentre que H. "

C’est évident: les conditions imposées & H? entrainent qu'il est déployé
puisque rgH*=rgzH=rgx H.

2.6. Le cas absolument simple.

PROPOSITION.  Supposons que H est défini sur K, absolument presque -
simple et non déployé sur K (cf. 2.5). Il existe un groupe H°, et un seul @
K-isomorphisme prés, satisfaisant aux deuxr conditions : ;

(1) H* est résiduellement déployé sur K;

(ii) Il eziste un K-isomorphisme i de H® sur H tel que les lois d’opéra=
tion de I'y sur les graphes de Dynkin de H et de H® identifiés grice @
1, soient les mémes. -

L'unicité résulte de 1.3 (b). Prenons pour H¢ le groupe quats'1—déll'103'é i
sur K correspondant au triple (D, pg.x, C(H)) (1.3 (b). Il est clair que (i) S
est satisfaite. Vu 2.1, il reste 4 montrer que les orbites de pz.x et celles ==
de sa restriction py.z & Gal(K,/K) sont les mémes. Or si, sur K, H est d@ A
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type A, pour »<2, *D, pour n=5, %K, ou Dy, on a Impy g=AutD: si H
est de type ?D,, Im p, 7 est son propre normalisateur dans Aut D et coincide
donc avec Impy ; enfin, si H est de type *D,, les orbites de e sont celles
de Aut D, d’ou le résultat.

REMARQUES. 1) H¢ peut étre de type °D, sur K et ‘Dysur K. La
K-extension déployante est alors de degré 6 et d’indice de ramification 3 et
n'est pas totalement ramifiée.

2) Supposons que H (toujours absolument presque simple) soit seulement
défini sur K et soit mon déployé sur K. Il peut se faire que R soit vide
(nous verrons en 2.7 que ceci exige car k=2, ou 8 dans le cas D, trialitaire).
En tout état de cause, les arguments ci-dessus et le cor. 2 de 2.4 entrainent
que, si H n’est pas de type °D, sur K, alors R est en correspondance
bijective avec les extensions galoisiennes totalement ramifiées £ de K telles
que E=EK, donc quadratiques sauf si H est de type °D, sur K (ce qui exige
cark=3). Si H est de type °D, sur K, on montre aisément que ou bien
R=0@, ou bien R+ est en correspondance bijective avec les extensions E
de K totalement ramifiées cycliques d’'ordre 3 telles que E=FER, ou bien
R+D est en correspondance bijective avec les extensions galoisiennes E de
K, de groupe de Galois S,, d’indice de ramification 3, telles que £=EK
(compte tenu de ce que tout automorphisme de Aut D,=8, laissant fixes les
éléments d’ordre 3 est intérieur) : pour voir qu’il ne peut ¥y avoir simultané-
ment des groupes H? de type *D, et d’autres de types °D,, on remarque que
la composée F des deux extensions E\ et E, correspondantes serait une
extension galoisienne de degré 18, d’indice de ramification 3 puisque & =FK,
et dont le groupe de Galois aurait trois quotients d’ordre 6 distincts, a
savoir Gal(E\(E:NK)/K), Gal(E,/K) et Gal(FNK/K), le premier étant iso-
morphe & Z/2Zx Z|3Z et le second & S,: la classification des groupes d’ordre
18 montre que c’est impossible.

Ainsi, lorsque H est absolument presque simple, les groupes H? sont
tous de méme type. Nous verrons que ce n’est pas vrai en général (2.9).

3) Supposons H simplement comnexe (ou adjoint), défini sur K et
K-presque simple. Alors, R est non vide.

En effet, Gal(E/K) opére tramsitivement sur les composantes connexes
de D. Boit D, l'une delles et soit 3 son stabilisateur dans Gal(E/K).
Distinguons deux cas:

(@) X={1}. Alors, H est K-isomorphe & Ilz2H', ou H' est un groupe
déployé sur E. De plus, Gal(E/K) est produit direct de Gal(E/K) et de
Kerpyx. Si E est le corps des invariants de Ker pg &, on a donc E=EK,
KNE=K et E est lextension étale maximale de F. Appliguant 2.5, on
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trouve un groupe H'® résiduellement déployé sur E et E-isomorphe 3 H’
et il suffit de poser H®*=TIIzH""

(b) X =#{1}. On raisorine alors comme en 2.6: les orbites de py . et
ou & Sont les mémes.

Dans le cas (b), contrairement au cas (a) (cf. 2.8), il n'est pas nécessajra
de supposer H simplement connexe ou adjoint. ;

2.7. Le cas de caractéristique résiduelle nulle ou premiére a (E:R).
Posons n=[E : K]. On note K, l'extension cyclotomique de niveau n de K
(“corps des racines n-iémes de l'unité”). On sait que Gal(K,/K) s'identifie
canoniqguement & un sous-groupe de (Z/nZ)* ([3], p.V 78). On note A,,.laﬁ :
“groupe affine” de I'anneau Z/nZ, c’est-a-dire le groupe des transformatio '

Tap: % —axtb

de ZinZ (avec a<(Z/nZ)* et be ZnZ), et AX le sous-groupe de A, for
des 7., avec a=Gal(KL/K).
On suppose dans la suite de ce n° que la condition suivante est satisfaite

(CO) cark=0, ou, plus généralement, n est premier a Uexposant
caractéristique de k. ;

Alors, E est Uextension cyclique K(zV™): voir par exemple [16] pp. 756-T
(les résultats y sont énoncés pour un corps complet, mais on vérifie aisémer
que les démonstrations restent valables en le supposant seulement hensélie
si car k=0, la prop. 8, p. 76, donne explicitement la résultat; si car k=p#|
le cor. 4, p. 75, montre que E est cycliqgue et on raisonne comme dans
démonstration de la prop. 8 pour montrer que K a une seule extension
degré m). Par suite, E est une extension galoisienne de K. On note C
racine primitive n-iéme de l'unité, de sorte que acGal(K,/K)C(Z[nZ)
opére sur K, par {—{% On identifie d'une part ZnZ et Gal(E[K) @
posant b-7V*={’z"" pour b= Z/nZ, d’autre part Gal(E/K) et son image da
Aut D, notée ', grace & l'isomorphisme gy z.

Soit U l'ensemble des u< K, tels que %" soit une wuniformisante de
Pour w9, on pose E,=K,(u) et E,,=K(u): ce sont des extensionss
totalement ramifiées de degré n de K, et K respectivement, la premieré
étant galoisienne.

LEMME. Soit ueU. Il existe un isomorphisme ¢, et un seul de
sur Gal(E,/K) tel que
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'Sbu(?'a.b) (Ck%} = cakq—bu
pour a<=Gal(K,/K)C(ZInZ)*, beZInZ et heZ.

La vérification est immédiate, compte tenu de ce que Gal(E,/K) est
produit semi-direct de Gal(E,/E,,)=Gal(K,/K) par Gal(E,/K,)=Z/nZ.

PROPOSITION.  Supposons que (CO) est satisfaite et que H est simple-
ment connexe ou adjoint, ou plus généralement que Aut(D, C)=Aut D,
L'ensemble R est alors non vide.

Supposons de plus que H est R-presque simple. Il existe alors un
isomorphisme ¢ de AX sur um sous-groupe de AutlD tel que L (2.4) est
Vensemble des couples (E,,podi?) (cf. lemme précédent) pour uws,
Lélément A(u)=2((E,, po¢3?) de R ne dépend que de Uimage de =~ u™ dans
k*[(k*)" et on obtient par passage au quotient wume bijection de k*/(k*)"
sur R. Tout élément de R est done de type (D, p(A5)).

Si de plus car K=cark et si H, et H, sont deuz groupes résiduellement
déployés sur K et K-isomorphes a H, il existe un k-automorphisme v de K
tel que H, et H, soient r-isomorphes.

Supposons d’abord que H est K-presque simple. Le groupe de Galois
I'=Gal(E/K)=Z|nZ opére alors transitivement sur les composantes connexes
de D. Soit D, une telle composante connexe. Le stabilisateur de D, dans
I" est un sous-groupe cyclique de AutD,, un coup d’oeil sur la classification
montre qu'il est d’ordre n,=1, 2 ou 3 et il existe une orbite 2, de I” telle
que Card(2,N\Dy)=mn,, d’ott Card 2,=n. Choisissons un point s,&Q,ND,, de
sorte que b—b-s, est une bijection de I sur 2, et que 2,NDy={b-s, | myb=0}.
Soient 2,,-:+, 2, les autres orbites de I" dans D, et, pour j=1,-.-,k, soit
8; un point arbitrairement choisi dans 2,ND, Posons

I={yeAutD |y =TI et r-2,=0, pour 0<;<k}.

Soit o I'homomorphisme de /" dans Aut ZinZ=(Z/nZ)* tel que yay‘=alr)z
pour y& /" et a=l'=Z/nZ. Puisque I’ opére de maniére simplement tran-
sitive sur Q,, le groupe I est produit semi-direct du stabilisateur 7, de s,
dans [ par I'. Mais un élément de F, laisse fixes tous les s;. Pour yer,
o=a(y), x€ZlnZ et 0<j<k, on a donc

(+) 7 (ws))=(rzr™)-5;=(aw)-s,.

Inversement, on vérifie sans peine que, pour tout ae(Z/mZ)*, la formule
(*) définit un élément de Iy Autrement dit, il ewiste un isomorphisme
¢ du groupe affine A, sur I tel que

]

T e———
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G(ras) (s))=(ax+b)- &

pour a<(Z/nZ)*, b,as ZnZ et 0=j<k. On note ¢ la restriction de $aAx

Soit alors (E, p)=.L? et soit L=KNE la sous-extension étale maxj
o male

de E. On a vu que lopération de restriction fournit un isomorphisme
canonique de /7 sur Gal(E/L) qui nous permet d’identifier ces deux groupes,

Mais on sait qu’il existe un isomorphisme #, de Gal(E/L) dans le groupe des

racines de l'unité du corps résiduel I de L ([16], p. 75). Par suite, I contieng " F

les racines n-iémes de 'unité et, vu le lemme de Hensel, L contient K,. 1j 8

existe donc weL tel que E=L(a), avec a*=v. Montrons que U'on peyt
prendre pour v une uniformisante de L. En effet, posons v=uzr* avec uel,

ow)=0 et k=Z. Si d=(k,n), on a u=(a"z""%)* et I'image @ de  dang .
le corps résiduel de F est une puissance d-iéme. Mais le corps résiduel de
L est le méme que celui de £ et le lemme de Hensel entraine qu'il existe

&L avec w(@)=0 et u=2°. On a alors (a™?)’=(zz"%)* et a™* appartient
a L puisque LDK,DK,. Par suite, d=1 et il suffit de remplacer « par
a’z’, ol r et s sont des entiers tels que kr+ns=1, ce qui remplace v par
U,

Comme p est injectif, que Im p contient et normalise /” et a les mémes

orbites que I', on voit que p est un isomorphisme de Gal(E/K) sur un

sous-groupe de I* contenant I, donc produit semi-direct de son intersection
avec I, par I'. Soit I', I'image réciproque de cette intersection dans
Gal(E/K) et soit E|, le corps des invariants de I, Ce qui précéde entraine
que E=LE), que L et E, sont linéairement disjointes et que E, est une
extension (non galoisienne) totalement ramifiée de degré n de K.

Soit ¢I',. On a E=L(a)=L(s(a)) et, d’aprés la théorie de Kummer,
ceci signifie que a™ et o(a)™ engendrent le méme sous-groupe de L*/(L¥)*

([3], V 85), autrement dit qu’il existe un entier » premier avec n et un

r, L™ tels que o(a)®=a™x;. Prenant les valuations des deux membres, on. &

trouve l1=7r+now(x,), d'ol ola)"=a™y" avec y,=a "““Igz =L* Par suite,
on a g(a)=¢, a, ou ¢, L* est I'une des racines n-iémes de »2. L’application
o—¢, est alors un 1l-cocycle de Iy,=Gal(L/K) a valeurs dans L* et, vu k
théoréme 90 de Hilbert, il existe ceL* tel que c¢,=oc(c)c™’. Quitte &
multiplier ¢ par une puissance de z, on peut suppose w(c)=0. Comme

u=c"'a est invariant par tout c=l,=Gal(E/E,), on voit que u est ume

uniformisante de E, et que u"=c¢ "a"<LNE,~K est une uniformisante
de K.

Autrement dit, nous avons montré qu'il existe usU tel que E=L(u)

et EDZEO_HZK(R).
Comme z'u"cK, on a n""uck, dotl b-u=Cu pour b=l Il en
résulte que l'action de I'y=Gal(L/K)=Gal(E/K)/Gal(E/L) sur Gal(E/L) se
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factorise par I’homomorphisme de restriction Gal(L/K)—Gal(K,/K). Mais,
cette action est fidéle puisque celle de 7, sur I" lest. Par suite, on a
L=K, et E=FE,.

Enfin, les éléments p(¢,(74.0) et @(roo) de I', opérent de la méme
maniére sur /7, donc sont égaux. Comme, aprés nos identifications, po¢, et
¢ sont lidentité sur I, il en résulte que p=g¢o¢;".

En résumé, nous avons montré que tout élément de L est de la forme
(B, poda®) pour wn us. La réciproque est immédiate : si usU, alors
E=FE,K, 'homomorphisme pod* prolonge pg z, il est injectif et son image
est contenue dans 7, donc a mémes orbites que /"=Im PH.E-

Montrons maintenant qu'une condition nécessaire et suffisante pour que
M(By, podpu) =2((Ey,, podiz))) (pour w, u’U) est que (w'u )& (O%)". Com-
me un élément de O est une puissance n-idme si et seulement si son
image dans k* en est une, ceci achévera la démonstration du deuxiéme
alinéa de la proposition. Que la condition soit suffisante est immédiat : elle
entraine en effet u'={‘uv avec c€Z et v @, doil E,=E,,, et un calcul
simple montre que ¢,.=¢,cinty,., d’ol ot =int(p(yy,q)) tepedy’. Récipro-
quement, si les éléments de R images de u et u’ sont les mémes, alors
E,=E, et il existe a=AutD centralisant I’ et transformant pogyt en
podnt. Or le centralisateur 7I”, de I” dans AutD est produit de I” par le
stabilisateur de D, dans /', On en déduit que I, est réduit & I lorsque
m=2 ou 3 et est produit direct de /" par un sous-groupe isomorphe 3
Aut D, et commutant avec I' lorsque m,=1. Par suite, on peut supposer
asI’ et les deux lois d’opération de Gal(E,/K) dans D se déduisent I'une
de l'autre par un automorphisme intérieur de Gal(F,/K) défini par un
élément ¢ de I'=Gal(E,/K,). Comme E,, est le corps des invariants du
stabilisateur de s, on a E,,=o(E,.) et il existe un entier ¢ tel que
K(u)=K((u'). Par suite, et {u’ sont deux uniformisantes de K(u) et
il existe 2= K(u) tel que w(z)=0 et que u"=g"u'™. Malis les corps résiduels
de K et de K(u) sont les mémes et le lemme de Hensel entraine qu’il
existe y€O tel que y"=z", d’on (wu')*=(0*)", ce quil fallait démon-
trer.

La derniére assertion de la proposition est évidente puisqu’en égale
caractéristique, K est, pour tout ue <, le corps des séries formelles E((w™))
en u”. '

Enfin, on passe du cas K-presque simple au cas simplement connexe (ou
adjoint) par produit direct (notons que lextension déployante de toute
composante K-presque simple de H est une sous-extension de £, donc satis-
fait & (CO)), puis au cas général par isogénie stricte, au sens de [18]
(isogénie centrale dans la terminologie de [20.

T
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2.8. La prop. 2.7 devient inexacte si l'on supprime l’hypothém:
Aut(D,C)=Aut D. Plus précisément, gardons les hypothéses de 27 .
supposant H simplement connexe et K-presque simple, et soit H’ un gr:;.uen'
défini sur K, strictement isogéne & H, de cocentre C’c(. Soit é?‘i
lensemble des classes de K-isomorphisme de groupes residuellement déployg
sur K et K-isomorphes & H’. Alors, on voit aussitot que R’ est Non ir
st et seulement si o(A¥)CAut(D,C’) et que sous cette condition 27 r
valable en remplacant H par H'.

Donnons un exemple ou R’=@. Prenons K=R((¢)), de sorte que, poy
n=3, on a K=K,=C((t)) et que A est le groupe diédral d’ordre 2n. Pren
H=T1IccrryccnSLe (groupe obtenu par restriction des scalaires & partir g
SL,). La représentation de I” dans C est alors la représentation réguli
de Z|7Z sur le corps F, et se décompose en somme directe de trois repr
sentations irréductibles inéquivalentes, la représentation unité et d
représentations de degré 3 échangées par 'automorphisme z— —z de 2]1Z,
correspondant l'une aux racines 7-iémes de I'unité, c’est-a-dire aux élémentg
de F; racines de léquation X°+X?+1=0, lautre aux racines de
X°+X+1=0. 1l suffit alors de prendre pour C’ I'espace V de I'une de ces
deux représentations.

On peut avoir R'=¢@ méme si H' est défini et quasi-déployé sur K et
K-presque simple. Par exemple, soit H, le groupe simplement connexé'-
quasi-déployé sur E=R((t"")), de type 2D,, (n=2) correspondant & I'extensio
quadratique E=C((t")) de E. On prend H=TIzxH, La représentation de
I" dans C est somme directe de deux exemplaires de la représentatiog.\
réguliere de I" sur F, échangés par le générateur o de Gal(E/E). Il suffif
alors de prendre pour H’ le groupe strictement isogéne & H de cocentre
V4a(V).

2.9. Dans les cas que nous venons d’étudier, tous les éléments de R
sont de méme type. Ceci n'est pas toujours vrai lorsque car k+0. Donnons

un contre-exemple. Soit p=cark>0 et soit » un entier >1, premier & p
Supposons que K posséde une extension galoisienne étale L cyclique d’ord
r et une extension galoisienne totalement ramifiée E de degré e=rp", dont
le groupe de Galois /" soit produit semi-direct d’un sous-groupe A cycligue
d’ordre 7 par un sous-groupe distingué d’ordre p* sur lequel A opére fidéle:
ment (cf. [16] p. 75). On pose E=EK et I'on identifie Gal(E/K) & I
Prenons H=1Ig/xSL,. Alors, H est K-isomorphe & ITzzSL, (cf. II 1.5.3);
dou rgxH=rgzH=1 et H est résiduellement déployé sur K. Le graphe de
Dynkin D se compose de e points et le choix d’un “point origine” d&
permet de l'identifier 4 I" opérant sur lui-méme par translations d gauche
Posons maintenant E'=EL=E®xL, de sorte que Gal(E’/K) g'identifie
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canoniguement au produit direct /"X Gal(L/K). Le choix d'un isomorphisme
de Gal(L/K) sur A nous permet done d’'identifier Gal(E'/K) & ["x A. Pro-
longeons alors la loi d’opération de I" sur D=/ en une loi d’opération de
Gal(E'|K)=Ix A en faisant opérer le second facteur par translations d
droite sur I, de sorte que [I" X A opére fidélement sur D). Le stabilisateur de
d dans I"x A est le sous-groupe B formé des (¢' a) pour a=A et I'xX A
est produit semi-direct de B par I'=I"x{1}. Soit F' le corps des invariants
de B dans E’: l'assertion précédente entraine que E'=FL et que FNL=K.
Par suite, I’ est une extension totalement ramifiée (non galoisienne) de K
et E=FK=FQK.

Soit alors H’ le groupe simplement connexe quasi-déployé sur K,
d’extension déployante E’, de graphe de Dynkin D, correspondant & la loi
d’opération fidéle de Gal(E’/K) dans D introduite ci dessus. Il est immédiat
que H'=TIzxSL, Par suite, H' est K-isomorphe & IIzSL, donc & H, et
est résiduellement déployé sur K puisque rggH =rgeH =1.

On a ainsi construit deux groupes simplement connexes H et H', rési-
duellement déployés sur K, K-presque simples et K-isomorphes, mais qui ne
sont pas de méme type sur K: la K-extension déployante de H est E, de
degré e, et celle de H' est E’, de degré re.

2.10. Terminons cette entomologie par un exemple d'un groupe H
simplement conmnexe, défini et quasi-déployé sur K, K-presque simple, pour
lequel R est vide. Il faut évidemment vu 2.7 supposer car k=p>0. Don-
nons-nous trois extensions L, E, et F, de K telles que

—IL est une extension guadratique étale de K ;

—F; est une extension galoisienne totalement ramifice de L et tout
o=, induisant sur I le K-automorphisme non trivial de L permute E,
et E,;

—posons E,;=E,K : alors, E,+E,.

Remarquons que ces conditions ne sont pas compatibles si car £=0.

Prenons alors H= I'IEI;KSLz, de sorte que H est bien quasi-déployé sur
K, de rang 1. De plus, H est K-isomorphe & Ilz,zSL.XIlz,zSL,
(car E\QxL=E X E, donc E®.K=E xE,) dou rgzH=2. Si H' est un
groupe défini sur K et K-isomorphe & H, laction sur H/(K)=H(K) d'un
éléement ¢=Gal(K/K) non trivial sur L, doit permuter les deux facteurs,
donc rggH'<1, et H’ n'est pas résiduellement déployeé.

Reste a construire explicitement un exemple d’extensions L, E,, K,
convenables. Tout d’abord, on prend pour L une extension quadratique
étale de K, définie par une équation irréductible X?—aX+b=0, avec a, be O*.
On note #,, u, les deux racines de cette équation, de sorte que u,+u.=ua.

81 car K=0, on suppose que K contient les racines p-iémes de l'unité
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et on pose E;=L((1+zu;)"?). La seule chose non évidente & vérifier agp
que E;+#E, Or dans le cas contraire, il existerait, d’apras Kummer, ya
entier r et un z=k tels que 1+rau=2"(14+7u,)". Ceci entraine w(x)=g
puis £=1 mod =, puis U1=7u; modx, c'est-g-dire a=(r+1)u, modz, ce

est impossible puisque d’une part a0 modr, d’autre part l’équatim
X?—aX+b=0 reste irréductible aprés réduction mod r.

Si carK=p, on pose Ei=L(v,), o0 v, est racine de I'équg
XP—g? X —qy,=0. Alors, #7%; est racine d’une équation d’Artin-Schre
et on raisonne comme ci-dessus, en remplacant la théorie de Kummer
celle d’Artin-Schreier.

REMARQUE. Ie groupe Ilz,zSL, est un exemple de groupe défini gy
K, simplement connexe, K-presque simple, pour lequel R=¢ - il n’exigt;
méme pas de groupe défini sur K et K-isomorphe & H.

En supposant p=2 (resp. p=3) et en considérant le groupe SU, quasg;.
déployé sur K (resp. le groupe simplement connexe quasi-déployé de tyme
D, sur K) correspondant 3 I'extension cyclique de degré 2 (resp. 3) B, de
K, on trouve un exemple de groupe H simplement connexe défini sur K{
absolument, presque simple, pour lequel L=@, pour la méme raison que
ci-dessus.

2.11. En résumé:
—si H est simplement connexe ou adjoint, alors &+ @ dés que ou bien

cark ne divise pas [£: K] (27), ou bien H est défini sur K et K-presque
simple (2.6, Remarque 3). II Y a un exemple oi R=0@ avec H défini sur.
K et K-presque simple, ou avec H absolument presque simple (2.10).

—si le cocentre de H est quelconque, alors R+ dés que ou bien H
est déployé sur K (2.5), ou bien H est deéfini sur K et absolument presque
simple (2.6). Il y a un exemple ou R=0 avec H défini sur K, K-presque
simple et cark=0 (2.8).

3. Cohomologie.

On donne une extension galoisienne étale K’ de K, avec KCK'CK,
d’anneau des entiers O, d’idéal maximal B’, de corps résiduel &’ et de
groupe de Galois F-—-Gal(K’fK)zGal(k’fk}.

3.1. Soit X un groupe compact totalement discontinu ; un X-groupe
est un groupe discret sur lequel X opére continliment (autrement dit le i
stabilisateur de chague point est ouvert, donc d’indice fini) par automor- -
phismes. 3
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Soit A un I'-groupe et soit A(K’) le groupe des points fixes de Gal(K/K’)
dans A. Le groupe I opére sur A(K’') et on peut considérer I’ensemble
Z4I", A(K’)) des cocycles continus «:s—a, de I' a valeurs dans A(K’) et
les ensembles de cohomologie Hi(I", A(K’)) (pour ¢=0 si A est commutatif,
pour =0, 1 sinon). On les note simplement ZHA) et H(A) lorsque aucune
confusion n'est a craindre.

Quatre cas seront principalement envisagés:

(1) A=G(K): on écrit Z%(G) et HY(G) au lieu de Z'(4), H'(A).

(2) A=H est un sous-groupe de G(K) contenant G® et stable par I'.

(3) A=6(0), ol 6 est un O-schéma en groupes lisse de fibre générique
G. Notations: ZYG@), H(G).

(4) A=g(k), ol g est un groupe algébrique défini sur k. Notations:
Z¥g), H'(g). '

3.2. Pour simplifier l'exposé, mnous feroms les démonstrations des
assertions qui suivent en supposant de plus que le degré [K': K] est fini.
On passe de 1a au cas général par les procédés habituels de limite inductive
([17] 1.9) : nous en laisserons le soin au lecteur.

3.3. Torsion. Soit F un /'-groupe opérant sur G par automorphismes
de K-groupe algébrique, de maniére compatible avec l'action de I';: pour
sel,, dimage 3T, on a *(a-g)='a-’g pour acE, g=G(K,).

Rappelons la définition du K-groupe algébrique .G obtenu a partir de
G par torsion par un cocycle a=Z' (", E): comme K;-groupe algébrique, on
a ,G=G et l'action de s=['; sur ,G(K,)=G(K,) est donnée par s: g—a;-°g,
oll § est limage de s dans I ([17] I-59). Il s’ensuit que ,G=G comme
K'’-groupe algébrique.

On peut en particulier prendre E=G(K') opérant sur G par automor-
phismes intérieurs, d’ou la définition du groupe ,G obtenu par torsion de
G par un cocycle a=Z'(G). On sait (loc. cit.) que si a et b sont deux
cocycles cohomologues, alors .G et ,G sont K-isomorphes, de maniére
d’ailleurs non canonique: si ¢=G(L) est tel que b,=c¢™'a,’c (s=I'), alors
int¢ est un K-isomorphisme de ,G sur ,G. D’autre part, si b=Z%(,G), alors
ba= Z'(G), 'application b— ba est une bijection de Z(,G) sur ZYG) et définit
par passage aux quotients une bijection 7, : H'(,G)— H'(G) appelée translation
par a (loc. cit). On a ,(.G)=1.G.

On a des définitions et résultats semblables dans chacun des trois autres
cas envisagés ci-dessus. Nous laissons au lecteur le soin de les expliciter.

3.4. Enoncons deux lemmes “bien connus”, en en rappelant briévement
la démonstration.
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LEMME 1. Soit A un groupe algébrique défini sur k, soit [J un

sous-groupe distingué défini sur k unipotent et connese, et soit B=A|y.
(i) L'application canonique de H°(A) dans H(B) est surjective.
(ii) L’'application canonique de H'(A) dans H'(B) est bijective.
(iii) Plus précisément, pour tout cocycle 2= Z\(B), il existe un cocyczg

z=Z'(A) d'image Z et, st deux cocycles z,2' € Z'(A) ont méme image dﬁ’ns

ZNB), alors il existe us U tel que zi=u"'2,u pour tout s=r.

Par récurrence sur dim U on se raméme au cas ou U est commutamf R
et I'on sait qu'un groupe unipotent connexe commutatif défini sur un corps
parfait est cohomologiquement trivial (i.e. H(U)={0} pour 3>0). L’asseL
tion (i) résulte alors de I'exactitude de la suite H(A)—H"B)—H U ) ([17],
1-59). De plus, les groupes A et B opérent sur U par automorphismes
intérieurs et pour rout cocycle z appartenant & Z(A) ou & Z'(B), le groupe o
tordu . U est toujours unipotent connexe commutatif. I assertion (ii) résulte E
alors du cor. 2 & la prop. 39 et de la prop. 41 de [17] (1-67 et 70). La

premiére partie de ’assertion (iii) résulte de la démonstration de la prop. 41 3

de [17]. Pour la seconde, on vérifie que, si z=a,2, avec a,=U, alors
asZ'(,U), et il existe ue= U tel que a,=u "'z uz’, d'on z.=u"'2, u.

LEMME 2. Soit 6 un O-schéma en groupes lisse.

(1) L'application canonique de H'(G)=€(O) dans HG)=6(k) est

surjective.
(ii) L'application canonique de H (@) dans HYG) est bijective.

L'assertion (i) est le lemme de Hensel. Plus généralement, pour m A

entier =0, posons C,=0[p"** et 0,=0'/p’™** (de sorte que @U—-,-’» et O =k')s

le lemme de Hensel dit que l'application canonique de G(O) (resp. G(Chs))
dans G(0,) est surjective et G(O) est la limite projective des G((,). Les ;.
mémes assertions restent vraies en remplacant la lettre @ par ¢’ (rappelons
que dans les démonstrations on suppose que [K’: K] est fini, donc que K’
est complet). D’autre part, soit &, le O,-schéma en groupes lisse obtenu

par le changement de base O—(, ; par application du foncteur de Greenberg
aux G,, on obtient une suite de groupes algébriques Q, définis sur k, telle

que Q.(k') s'identifie canoniquement en tant que I'-groupe & G,(C) et

application canonique de 6(0;.,) sur G((;) & un “morphisme de transition”

An i @n—Q, défini sur k, surjectif, séparable et 3 noyau unipotent connexe

(cf. [13]).

Soit alors z,&Z%(G,). Par application du lemme 1, on construit par &

récurrence une suite de cocycles z,=ZY6((,) telle que z,—=1,02,.;, 40U,
par passage & la limite projective, un cocycle z< Z'(G) d’image 2. Soient
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maintenant z, 2z’ ©Z'(6), dont les images z, et 2z, dans Z'(G,) sont cohomolo-
gues; il nous reste a montrer que z et 2z’ sont cohomologues. Vu la
surjectivité de l'application canonique de G(O’) dans G(k’), on peut, suposer
que zo=2;, quitte a remplacer 2z’ par un cocycle cohomologue. En appliquant
le lemme 1 (iii), on construit par récurrence une suite d’éléments u,<ker i,
telle que les images 2z, et z, de z et 2z’ dans ZY(6((,)) satisfassent &

Loz (s)- (- uy,) (pour s17).

ZnlS)=un' -+ uy
31 w est la limite projective de la suite des produits u;:-*#%,, on a
alors z’(s)=u""z(s)*n pour tout s, ce qui achéve la démonstration.

3.5. On note désormais H un sous-groupe de G(K) stable par I' et
contenant la composante neutre résiduelle G*.

Soit P un sous-groupe K-parahorique de . Notons MNgz(P) le sous-
schéma en groupes ouvert de N(P) (1.7) tel que N;,{P}(@)zNormH(P) (cf.

II 4.6.21). On appelle application canonique de HNy(P)) dans H'(H) la
composée de l'inverse de la bijection H'(Ngz(P))—H(N4(P)) donnée par le
lemme 2 et de 'application canonique de H*(Ng(P))=H(NormyP) dans HYH).

3.6. On dit qu'un cocycle z appartenant & Z'(N,(P)) ou & Z'(Nj{(P)) est
anisotrope si le k-groupe algébrique ,P déduit de P par torsion par z (les
groupes Ny(P) et Ny(P) opérant sur P par automorphismes intérieurs) est
presque anisotrope (1.7), condition qui ne dépend que de la classe de cohomo-
logie de z puisque ,P et , P sont K-isomorphes lorsque z et z’ sont cohomo-

logues ([17] I-5). On note Z*(Ng(P))., (resp. ZYN,(P))..) l'ensemble de ces

cocycles et H'(Ny(P))e, (resp. H'(Ny(P))..) 'ensemble de leurs classes de
cohomologie.

Remarquons que si P est un sous-groupe d’Iwahori, on a H*Nx(P))en
=H'(Ng(P)); par contre, si P n’est pas un sous-groupe K-parahorique
minimal de G, alors H'(Ny(P)),, ne contient pas I’élément neutre de
H'YNg(P)) et peut étre vide.

3.7. LEMME. Soit P un sous-groupe K-parahorique de G et soit
ze ZY(H).
5 (1) Pour que P soit un sous-groupe K-parahorique de .G, il faut et
1 suffit que 2z Z (NL(P)).

(1) Pour que P soit un sous-groupe K-parahorique minimal de ,G, il
faut et il suffit que 2€ Z"(Ng(P))an.

Dire que P est un sous-groupe K-parahorigue de .G signifie que
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2'Pz;'=P pour tout sel’. IL’assertion (i) en résulte puisque :p
L’assertion (ii) est alors évidente puisque P minimal équivaut 3 P pre&qxg'
anisotrope. 4

3.8. LEMME. Soit P un sous-groupe K-parshorique de G et g
2= HYH). Les conditions suivantes sont équivalentes

(a) 2z appartient d Pimage canonique de H'(Ng(P)) (resp. de H‘(?{,;(P)]“

(b) il existe un cocycle z€2 tel que P soit un S0US-gToUpe K~para}wr€‘
que (resp. unm sous-groupe K-parahorique minimal) de .G

(c) pour tout cocycle z€%, il existe he H tel que hPh™" sojt UN Sous.
groupe K-parahorique (resp. un sous-groupe K-parahorique minimal) de

Les équivalences (a)&(b) sont une reformulation du lemme 37, Que
entraine (c) résulte de ce que inth est un K-isomorphisme de G sur
dés que zi=h"'2;h (s&T). Inversement, si (c) est satisfaite, on obtient (b)
en remplacant z par le cocycle cohomologue z=h"2h. ;

3.9. LEMME. Soit P un sous-groupe K-parahorique de G. Lg n

triction & H'(Ng(P)),, de Vapplication canonique de H Y(Ng(P)) dans H‘{H*)
est injective.

Soient z, 2’ € Z' (Ny(P))., ayant méme image dans H'(H) et soit heH
tel que z;=h 'z, °h pour s€/'. Comme P est un sous-groupe K-parahorique
minimal & la fois de ,G et de ,.G' (3.7) et que int % est un K-isomorphisme
de .G sur ,G, on voit que P et APh™! sont deux sous-groupes K-parahoriques
minimaux de ,G. Mais on sait que deux tels sous-groupes sont conjugués
par un élément de ,G'(K) (1.7). Par suite, il existe 9=G"N,G(K)CH tel
que hPh7'=gPg™. On a alors g~heNormu(P)=Ny(P)(@) et, pout tout
s, g=2'g2;", d'ou z,=¢'h2;*(h"'g). Le lemme en résulte. ;

3.10. Soit z=Z'(H). On peut appliquer les résultats précédents &
groupe .G : on obtient des objets que I'on distinguera par un indice z &
gauche. Par exemple, si Q est un sous-groupe K-parahorique de ,G, ,
O-schéma ,N,(Q) est celui pour lequel zNH(QJ@):NormHQ, 'opération de ' 8
étant induite par celle sur ,G. Les notations telles que .H, H'(;NzQ))as
ete. s'expliquent d’elles-mémes.

PROPOSITION. L’application composée de Uinjection canonique de 4
H'(Ng(@))en dans H'(,H) suivie de la translation v, de H'(H) dans H'(H)
est une bijection, dite canonique, de H'(;Nz(Q))a, sur Uensemble des classes
de cohomologie des cocycles a= Z\(H) tels que les sous-groupes K-parahori-
ques minimaux de G soient conjugués de Q par des éléments de H.

T
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Lorsque z=1, ce n’est qu'une reformulation des deux lemmes précédents.
Le cas général sen déduit aussitét par translation par z.

3.11. Soit © l'ensemble des classes de conjugaison ¢ par H de sous-
groupes parahorigues de G possédant la propriété suivante: il existe
z=Z'(H) tel que .G posséde un sous-groupe K-parahorique @ appartenant &
6. Une telle classe est imvariante par IF: on a *Q@=z'Qz; pour sr.
Choisissons alors pour tout =@ un cocycle z(f)=Z'(H) et un sous-groupe
K-parahorique Q(6) de ,4,G tels que Q(9)=d. La prop. 3.10 décrit 'ensemble
des cocycles as Z'(H) tels que les sous-groupes K-parahoriques minimauzx
de .G appartiennent & 4. Dol immédiatement :

3.12. THEOREME. L’application dans HY(H) de la somme (ensembliste)

des H'(.oyNz(Q(6))an pour 0€8, somme des applications canoniques, est
une bijection.

3.13. REMARQUES. 1) On peut avoir H'(Nz(Q@)))e=0 (cf. 4.7).

2) On peut remplacer Q(4) par n'importe quel élément Q de #: si
Q=RQOL™* (avec heH), il suffit de remplacer z par le cocycle s-—% 12, h.
En particulier, si # contient un sous-groupe K-parahorique P de G, on peut
prendre z(0)=1 et Q) =P. Mais, bien qu’invariante par P, wne classe
€6 ne contient pas toujours de sous-groupe K-parahorique de G. Prenons
par exemple pour K’ une extension quadratique de K, pour G le groupe
adjoint PGU; de la forme hermitienne z’x-+y°y et pour H le groupe G(K).
On voit aisément que G est résiduellement quasi-déployé, de graphe résiduel
de type A; (cf. I, p. 29), et que I' et §(H), qui sont tous deux d’ordre 2,
opérent par permutation des deux sommets de 4. Les sous-groupes para-
horiques maximaux de G constituent done une seule classe 4 de H-conjugaison,
qui contient deux classes de G™-conjugaison permutées par ['; il n'y a done
pas de sous-groupe K-parahorique de @ appartenant 4 #. Cependant, €
appartient a4 @. En effet, G est une forme intérieure de PGIL, et il existe
22N G)=Z'H) tel que ,G soit K-isomorphe & PGL, donc soit résiduelle-
ment déployé et posséde un sous-groupe K-parahorique appartenant & 4.

3)  Une classe de H-conjugaison de sous-groupes parahoriques invari-
ante par I’ wappartient pas toujours @ O, méme si G est connexe et
simplement connexe (ce qui entraine H=G(K)). Par exemple, soit D un
corps gauche de centre K, de degré d, non ramifié (autrement dit, le corps
résiduel D de D est un corps gauche de centre k, de degré d), et prenons
G=SL,(D). Cest un groupe connexe et simplement connexe, forme inté-
rieure anisotrope de SL,. On voit aisément (cf. [10]) que l'unique point
© de I'immeuble .J est un point spécial de J et que la fibre fermée P, du
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schéma correspondant est SL,(D). Comme G est une forme intérieyre
SL,, le groupe de Galois [' opére sur le graphe résiduel 4 de G (qu;

de type A, par permutations circulaires. Mais il laisse fixe le Sommet
correspondant 4 la classe du sous-groupe parahorique maximal P ; par sui

I opére trivialement sur 4. :

Soit 6, la classe de conjugaison des sous-groupes d’Iwahori. Elle
évidemment invariante par . Supposons que 6, appartienne & @ et Soit
2€H'(G) tel que .G posséde un K-sous-groupe d’Iwahori, c’est-a-dire S0
résiduellement quasi-déployé. Le groupe G est simplement connexe, do
opére trivialement sur 4 et l'action de I' sur le graphe résiduel de ,@ est
triviale puisquobtenue & partir de laction triviale par torsion par
cocycle trivial. Par suite, ,G est résiduellement déployé, donc est Kiigg.:
morphe 4 SLy, et G est obtenu a partir de SL, par torsion par le cocyel A
2 '€ Z(SLy). Mais on sait que H*(SL,)={0} et I'on obtient finalement g
G est K-isomorphe & SL,, ce qui est absurde. Par suite, d,&6.

3.14. Supposons G résiduellement déployé. Soit B un K-sous-grou
d’Iwahori. Toute classe de G®-conjugaison de sous-groupes parahoriqy
posséde un élément contenant B, qui est automatiquement invariant par
De plus, deux tels sous-groupes parahoriques sont H-conjugués si et seule-
ment si ils sont transformés I'un de I'autre par un élément de &(H). Do

COROLLAIRE. Soient P,=B, P, ---, P, des représentants des orbites .
§(H) dans Uensemble des sous-groupes parahoriques contenant -B. L’a;opl_"'

cation de la somme des H'(Ng(P,))s, dans H'H) somme des applicatio
canoniques (pour 0=<Jj=r) est une bijection.

3.15. COROLLAIRE. Supposons G résiduellement quasi-déployé. Sm'&
B un K-sous-groupe d'Twahori et soient Py=B,---,P, les sous-grou
K-parahoriques de G contenant B. Prenons pour H la composante neut
résiduelle G, de sorte que Ny(P,)=P; Lapplication de la somme

H'N4(P,)on dans HYG™) somme des applications canoniques (powr 0=j=1)
est une bijection. i

"

En effet, toute classe 6 de G"-conjugaison de sous-groupes parahoriquess
contient un élement et un seul contenant B, soit P(4), et la classe 8
[-invariante si et seulement si P(6) l'est.

3.16. REMARQUES. 1) Rappelons que si G est connexe et simplement:
connexe, on a G*=G(K): le corollaire précédent donne donec une détermi=
nation de H'(G) lorsque G est connexe, simplement connexe et résiduelle=s
ment quasi-déployé.
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2) On peut dans le cor. 3.15 remplacer I'hypothése H=G" par I’hypo-
thése plus faible HCKer £ : on obtient alors une bijection de la somme des

HYNg(P))on sur H'(H).

3) Le corps K est de dimension cohomologique =1 ([16] p. 170). Si G
est connexe, on a donc HYGal(K,/K), G(K,)={0}; par suite, HY(I,, G(K,)),
ensemble de ‘cohemologie galoisienne “total” de G, que I'on a généralement
'habitude de noter H'(G), s’identifie canoniquement & H'I", G(K)), c'est-a-
dire, en prenant K’'=K dans ce qui précéde, & Iensemble que nous avons
noté H'(G).

4. Corps résiduel de dimension <1.

Dans ce paragraphe, nous supposons que le corps résiduel % est de
dimension cohomologique =<1. Rappelons que tout groupe algébrique défini
sur k& est alors quasi-déployé, c'est-a4-dire posséde un sous-groupe de Borel
défini sur k, et que, plus généralement, on a H'(g)={0} pour tout groupe
algébrique connexe g défini sur k.

4.1. THEOREME. G est résiduellement quasi-déployé sur K.

Soit F une facette de J invariante par /. La fibre fermée du
O-schéma P, posséde un sous-groupe de Borel b défini sur &k et l'image
reciproque de b dans Pr est un sous-groupe d’'Iwahori de G invariant par
P (L

4.2, 1l existe donc une chambre de A invariante par /* (1.7). On note
C une telle chambre et B le sous-groupe d’ITwahori correspondant.

4.3. COROLLAIRE. Pour que G soit presque anisotrope sur K (1.7), il
Jaut et il sufiit que, pour toute composante connexe 4, du graphe résiduel
4 de G, le stabilisateur de 4, dans I' opére transitivement sur 4,

Dire que G est presque anisotrope sur K veut dire que le tore K-déployé
maximal S;; de 9G° est réduit & I'élément neutre, ou encore que I'apparte-
ment A (ou 'immeuble ) est réduit & un point. Pour cela, il faut et il
suffit que la seule facette de C invariante par I soit C elle-méme, ou
encore que toute partie non vide de 4 stable par I" contienne une composante
connexe de 4. Dot le corollaire.

4.4. Un coup d’oeil sur la liste des graphes résiduels connexes montre
que le seul graphe résiduel connexe 4 tel que Autd soit transitif sur 4
est celui de type A, (n=1). Il en résulte aussitot que, si G est presque
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anisotrope sur K, le K-revétement universel G’ de G- est K-isomorphe ¢ %
produit direct de groupes de la forme II./zSL,, obtenus par restricti
des scalaires & K & partir d'un groupe SL, considéré comme groupe alg
brigque défini sur une extension séparable finie (automatiquement totalexﬁé :
ramifiée) L de K.

4.5. Plus précisément, le groupe des automorphismes du graphe rési
4 de type A, est dordre 2 pour n=1 et est, pour n=2, le groupe dié
Digcnsn, Droduit semi-direct de Z/2Z opérant par une symétrie par le so
groupe distingué cyclique Int 4=Z/(n+1)Z opérant par permutations cireys
laires. On voit alors aisément que les seuls sous-groupes de Aut 4 transif;
sur 4 sont Aut 4 lui-méme, Intd et, lorsque n est impair =3, le souss
groupe diédral Dic,., produit semi-direct de Z/2Z, opérant par une symé
sans points fixes, et du sous-groupe d’ordre (n+1)/2 de Int 4.

Utilisant la classification des groupes semi-simples ([18]), on
déduit que si G est connewe, simplement connexe, absolument pres
simple et K-anisotrope (on passe ensuite au cas général d'un groupe pres
anisotrope par les procédés habituels: restriction des scalaires, produit
direct, épimorphisme central), alors G est K-isomorphe a¢ U'un des groupes
sutvants

ler cas: SLD), o D est un corps gauche de centre K, de degré n+
n=1, y(F=Int 4=Z|/(n+1)Z) (cf. 1.5)); 3

2éme cas: SU(D), ol D est un corps gauche ayant pour centre u
extension quadratique étale L de K, de degré n-+1, muni d'une involuti
o de seconde espéce triviale sur K m=2 et p(I')=Aut 4=Diy,1);

3éme cas: SUD) o D est comme dans le 2éme cas, mais de deg
(n+1)/2, 1a forme hermitienne étant, aprés un éventuel “changement
coordonnées” (cf. II 10.1.3), la forme “wax+°ydy sur [P, ou ¢ est U
uniformisante de D (pour n impair =3, 7(I")=Dicn.p)-

4.6. Remarquons que si y(I) est commutatif (par exemple si I’ Test
alors seuls peuvent se produire le ler cas (G=SL,(D)) et le 3éme cas PO
n=3 (G=SU,(D), ou D est un corps de quaternions sur une extensil
quadratique étale L de K, muni d’une involution de seconde espéce; Ie
quons d’une part que ce cas a été omis par erreur dans [7], d'autre
que le groupe SU(D) correspondant n’apparait pas dans cette classification
car il est isomorphe a4 un SL,(D")).

Si 7(F) est cyclique, par exemple si k est fini, ou quasifini ([16] P-:
ou plus généralement si I° est limite projective de groupes cycliques,
seul le ler cas peut se produire. On a ainsi généralisé les résultats de 38

QLA
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Kneser sur les groupes anisotropes sur un corps localement compact de
caractéristique zéro ([15]).

4.7. Reprenons les notations du paragraphe 2 (en conservant I'hypo-
these dimk=1).

THEOREME. (i) L'application canonique de H'(Ny(B)) dans HH) est
bijective.
(i) Si G est conneze et simplement connexe, on a H'G)={0}.

Pour tout zeZ'(H), le groupe ,G est résiduellement quasi-déployé. Il

resulte alors de la prop. 3.10 que H'(N,(Q(9)))..=@ pour tout H=6 distinct
de la classe ¢, des sous-groupes d’Iwahori (ceci résulte aussi de ce que tout
groupe semi-simple connexe anisotrope défini sur k est réduit a I’élément

neutre). D’autre part, on a évidemment H'(Ng(B)),,=H'(Ny(B)) puisque B
est résoluble. Cela démontre (i).

Si de plus G est connexe et simplement connexe, alors N(B)=B est
connexe et l'on sait que H'(g)={0} pour tout groupe algébrique ¢ connexe
défini sur %, d’ou (ii).
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